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Trigonometria

Concepte i mesura d'angles

Si tenim dues semirectes ry i r, amb l'origen O com, ry
de la regio de l'espai que recorre r; quan la fer girar
sobre l'origen fins a la semirecta r,, en diem angle.

De les dues semirectes se'n diem els costats de l'angle i
del origen de les semirectes vertex.

Observeu que si fem coincidir el vertex
de I'angle amb el centre d'una
circumferéncia, la interseccio dels costats
de I'angle amb la circumferéncia ens
determina un arc de circumferéncia
AOB. I a l'inrevés, si tenim un arc de
circumferéncia, podem determinar un
angle.

Per aquesta rad tractem els angle com a
arcs de circumferéncia.

Com la idea d'angle ens ve donada per girar el
primer costat sobre el segon, de forma
totalment arbitraria s'ha establert que I'angle €s
positiu si gira en sentit contrari de les busques
del rellotge 1 negatiu quan ho fa en el mateix
sentit..
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Mesura d'angles

Com hem identificat els angle amb arcs de circumferéncia, a 'hora de mesurar els angle ho
fem a partit de trossos de circumferéncia.

Aixi un arc és mitja circumferéncia , diem que és una angle pla; o si és una quarta part de
circumferéncia es diu que és un angle recte.

Pel que fa a com es mesuren numéricament els angles, es defineix la unitat segons 1'as que
es dona a l'angle, 1 les més habituals son:

Graus sexagesimals

La circumferéncia es divideix en 360° 1 aixi un angle recte té 90° , cada grau
b

el dividim en 60' i cada minut en 60".

1 circumferéncia = 360° 1°=60' 1'=60"

Graus centesimals.
La circumferéncia és divideix en 400¢ i un angle recte t€¢ 1002, un grau
centesimal el dividim en 100 minuts i cada minut en 100 segons.

1 circumferéncia = 4002 18=100™"  1™in =100%¢

Radiants.

Definim un radia com l'arc de circumferéncia,
que rectificat, coincideix amb el radi de la
circumferéncia. L J
Com la longitud d'una circumferéncia €s 2-Ttr, 1rad
tindrem que una circumferéncia tindra 2-1t
radiants 1 un recte té TU2 rad.

1 circumferéncia = 2711

Per canviar d'unitat, en hi ha prou en utilitzar factors de conversi6 basant-se en que :
1 circumferéncia = 360° = 4002 = 21t rad.

Exemples:

Expressem en graus sexagesimals l'angle de 1 rad.

180°
m rad

lrad = 1rad- = 57.29578°

Irad = 57.29578° = 57° + 0.29578°

com 1°=60' [0 0.29578° = 0.29578°-6O

0

= 17.7468'

U 1rad = 57° 17'+ 0.7468'" .
com 1'=60" 0 0.7468'= 0.7468“610' = 44.808"
1 per tant Irad = 57.29578° = 57° 17" 44.808"



H. Itkur Trigonometria -3/32

Expressem en radiants un angle a que en graus sexagesimals és de a=29° 6' 21" .

'

1
Com60"=1'0 21"= 21”'55 0.35' 0 29°6'21"=29°6.35".

0

= 0.10583°

1
Com 60'=1°[ 6.35'= 6.35"

'

amb el que I'angle de a=29° 6' 21"=29.10583° .
I finalment com 180° = Ttrad U

m rad

o = 29.10583° = 29.10583"~1 = 0.50799 rad.

0

Circumferéncia trigonomeétrica.

La circumferencia trigonometrica no €s altra cosa que una circumfereéncia on el seu centre
coincideix amb l'origen de coordenades d'uns eixos cartesians. Quan el radi de la
circumferéencia és 1, s'acostuma a dir-ne la circumferéncia unitat.

|

Centrar un angle a la circumferencia
trigonometrica és li fem coincidir el seu
primer costat amb el semieix OX i el
segon costat cau lliurement en un dels
quatre quadrants dels eixos; per aixo

r parlem d'angles del primer, del segon, del
wx tercer o del quant quadrant.

N4
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Raons trigonomeétriques dels angles d'un triangle rectangle

Donat un angle agut a, considerem els triangles rectangles que tenen 0 com un dels seus
angles.

C

Per teorema de Thales, podem garantir que

AB A'B' A"B" ., catet oposat
= = ..= —=U larelaci6 —————
OA OA' OA" hitotenusa

_ catet oposat

no depeén del triangle rectangle concret,

sino de l'angle o i per aixo definim: S111 a

hipotenusa
Anal ¢ 1a relacic OB OB'_~_ OB" _ catetcontigu Is deodn de l'anel
nalogament la relacio O—A OiN . OiA" hipotenusa SOIS depen Ac l'angle
_ catet contigu

o i per aixo definim: COS a .
hipotenusa

Altres relacions que podem trobar a aquests triangles en posici6 de Thales, ens permeten
definir

AB_AB_ _ A"B"_catetoposat _ tg o
OB OB OB"  catet contigu

OB _ OB op" catet contigu
BB, 2B, 8= ctg
AB AB - A"B" - catet oposat

OA _ OA’ oa" hipotenusa

%: O=IA': = O=1Ax": p : = sec a’
OB OB OB"  catet contigu

OA _ OA' oa" hipotenusa

%:i: :&: p = cosec 0

B A"B" catet oposat



H. Itkur Trigonometria -5/32

Raons trigonométriques d'un angle qualsevol
Considerem la circumferencia trigonometrica de radi, i hi centrem hi centrem I'angle o .EIl
segon costat de 1'angle ens defineix un unic punt A de la circumferéncia A=(x,y).

k4

Llavors definim
. X
sin a - X Cosa- —
r r
- X .
tgo= ¥ ctga= — x
X y
_r r
seca - — coseco = —
X y

Observem que si l'angle al(0,1772) forma part d'un triangle rectangle, aquestes definicions
coincideixen amb les que ja teniem, ja que

I . catet oposat _ AB
singg= —— = =

= |«

hipotenusa ~ OA

_ catetcontigu _ OB _ x
hipotenusa ~ OA
_ catetoposat _ AB _y

catet contigu " OB x

A partit d'aquestes definicions és evident que:

1
tga= —— seca - coseco = ——
cotg o cos o sin o

També és obvi que si dos angle que difereixen en voltes senceres els dos tindran les
mateixes raons trigonometriques.

Signe de les raons trigonométriques:

X Y sin COS tg ctg sec cosec
Ir Quadrant + + + + + + + +
2n Quadrant - + + - - - - +
3r Quadrant - - - - + + - -
4rt Quadrant + - - + - - + -
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Raons trigonometriques dels angles de 0, V6, V4, T3 i TV2.

Raons trigonomeétriques de 0 . y

Quan centrem I'angle de 0 radiants a la circumferéncia, el
segon costats de l'angle talla la circumferéncia en el punt
A=(1,0) 1 per tant

SiIlO:X:g:OiCOSO:i:E:l

r T r T

Raons trigonométriques de 14 .
Considerem un quadrat de costat ¢ i tracem les diagonals.

Fixant-nos en un dels triangles veiem que, és rectangle amb
0 hipotenusa és ¢ i catets iguals que en direm h .
Llavors pel teorema de Pitagores ¢>=h*+h* 0 ¢*=2h*[0

h= ¢ :\/5'C

2
- ﬁ P E
C

5

o3

= 1 cos—=
c 2

amb el que sinE: E:
4 ¢

Raons trigonomeétriques de 13 i 176 .

Considerem un triangle equilaters de costat c i tracem-li una altura

Se'ns forma un triangle rectangle de hipotenusa c i catets h i ¢/2.
2

Pel teorema de Pitagores tenim que: ¢* = h* + HEH 0

020 h

g

A=(r,0)
bl

3

2 .
Oct=h’+S O hzzé-czD he D= 3
4 4 \ 4 2

c
Com: . m T'C:ﬁicosgzi:l

o
\O]

Raons trigonométriques de 12 .

Quan centrem l'angle de T2 a la circumfereéncia, el punt on el
segon costat de I'angle la talla és A=(0,r), amb el que:
y_r x_0

-\1‘:!2

[H .|'2

y
A=(0.1)

sinf/2= == -=14icosnm/2=—=—=0
r r r T
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Linies trigonomeétriques.

Considerem la circumferéncia unitat (radi = 1) on hi centrem I'angle o .
El segon costat de 1'angle, ens defineix un unic punt de la circumferéncia, el punt A.

Projectant A sobre 1'cix de les ¥
X, obtenim el punt B.

Anomenant C al punt de tall
de la circumferéncia amb
l'eix X i tracant la recta
tangent a la circumferéncia
pel punt C, tenim que aquesta
recta talla al segon costat de
l'angle en el punt D

BE'

5] B [C

Si ara anomenem E al punt
de tall de la circumferéncia amb l'eix Y i tracem la tangent a la circumferéncia pel punt E,
obtenim la intersecci6 d'aquesta recta tangent amb el segon costat de I'angle i en diem F .

Finalment projectem A sobre I'eix de les Y 1 obtenim el punt B',

Sinus i cosinus

Considerem triangle ABO
on ¢s clar que: 0

catet oposat _ AB _ AB _ AB

sing = - AB

hipotenusa OA  radi |
catet contigu _ OB _ OB _ OB

. - OB, OB . 0B op
hipotenusa ~ OA radi 1

cos a4 =

Tangent i Secant

Prenent el s triangles ABO i1 DCO. triangles rectangles que
estan en posicio de Thales

Es clar que o T
catetoposat _. AB_ CD _ CD _ CD _ D

g = B P R
catetcontigu OB OC radi 1
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hipotenusa = OA _OD _ OD _ OD

sa_0A_OD_0OD_0OD._ G55
catetcontigu OB OC radi 1

sec a0 =

Cotangent i Cosecant.

Finalment Considerem tots els triangle que se'ns formen:
E
F

)
Tenim que: - -
catetcontigut OB _ B'A _ EF _ EF EF
cotg 0= ————— = —= - = - = = EF
catetoposat AB OB' OE radi 1
1
hipotenusa = OA _ OA _OF _ OF _ OF
cosec o = S— = == o= = OF
catetoposat AB OB' OE radi 1
Per tant

Si el radi és 1, les raons trigonomeétriques de I'angle o coincideixen amb la longitud dels

segments -
y sintt = AB
cosa = OB
F o
tga = CD
sect = OD
cosectt = OF
X ctgo = EF
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Funcions circulars.

Funcioé sinus

Definim la funcié sinus com una funci6 que a cada nombre real a, li assigna el sinus de
l'angle que té o radiants.

sin: R 000000 - R
a OOOO0OO00O0 - sinus de I'angle de a radiants

Domini = R
Recorregut = [-1,1] .
Periodica de periode 2-Tt sin(x+2T17) = sin X.
Es imparell sin(-x) = -sin x
Creix en el primer 1 quart quadrant 1 decreix en el segon i tercer.
Es continua.

y=sin %

\ /.

. =) ] py w0 n

=

Funcioé cosinus.

Definim la funci6 cosinus com una funci6 que a cada nombre real a, li assigna el cosinus
de l'angle que t¢ o radiants.

cos: R O00O0O000 - R

o OOOOO0O - cosinus de I'angle de o radiants
Domini = R
Recorregut = [-1,1] .
Periodica de periode 2-11 Cos(X+2TT) = cos X.
Es parell cos(-x) = cos x

Decreix en el primer i segon quadrants i creix en el tercer i quart.
Es continua.

y=Cos ¥

-1 -nf2 2 1 i 2
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Funcié tangent.

Definim la funci6 tangent com una funcié que a cada nombre real Q, li assigna la tangent de
l'angle que té o radiants.
tg: R{m2+k-mfk0dzZ} OO0 - R
a dOddOOO0O0 - tangent de 1'angle de a radiants

Domini = R\{ T02+k-10 k[1Z}

Recorregut = R.

Periodica de periode Tt tg(x+10) = tg x.

Es imparell tg(-x) = -tg x

Creixent a cada interval del seu domini.

Continua a tots els reals excepte en els punts TU2 + k-TTon té discontinuitats
asimptotiques.

y=tg x

F3nf2 -n a2 1 ni2 n Aaf2
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Funcid secant.

sec: R{m2+k-mkOz} OO0 -

a OOOO0OO00O0 - secant de I'angle de d radiants =

Domini=R\{ 1v2+k1g k[1Z} . v
Recorregut=(-c0,1]1[1,00)
Periodica de periode 2-11
Parell

Creix en el primer i quart
quadrant i decreix en el

('°°91] O [1’°°)

y=Sec x

Cos a

Continua a tots els reals
excepte en els TU2+kTton té
discontinuitats

segon i tercer. - 2 0
asimptotiques. |

Funcioé cosecant.

cosec: R{k-fk0z} 0O0O0O0O0O -

(-00,1] 00 [1,00)

o OO0O0O - cosecant de I'angle de d radiants =

Domini = R\{k-11 kOZ} ' Y
Recorregut=(-o0,1]1[1,00)= R\
-LD).

Periodica de periode 2-11

Es imparell .

Decreix en el primer 1 quart
quadrant i creix en el segon 1

y=COSEeC X

1

sin a

|

tercer quadrants.

Continua a tots els reals
excepte en els kTton té
discontinuitats asimptotiques.

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
i
T
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
'
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Funcié cotangent

Definim la funci6 cotangent com una funcié que a cada nombre real d, li assigna la
cotangent de l'angle que t¢ o radiants.

cotg: R{kmkOdz} 0000 R

_cosa _ 1
a OO0 - cotangent de I'angle de a radiants -

sin @ tga

Domini = R\{ kT[I kDZ}

Recorregut = R.

Periodica de periode Tt

Es imparell

Decreixent cada interval

Continua a tots els reals excepte en els punts k-Tton té discontinuitats
asimptotiques.

b

y=cotg x
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Primeres relacions entre les raons trigonométriques.

Férmula fonamental de la trigonometria

Per qualsevol angle a

sin’a + cos’a =1

Ja que:
Considerem l'angle O centrat a la circumferéncia trigonomeétrica

Si anomenem A al punt on el segon costat de
l'angle talla la circumferéncia i B a la
projeccio de A sobre I'eix de les X.

Se'ns forma el triangle rectangle ABO

X‘ i@z

on OA = r, OB* yl

Pel teorema de Pitagoras ~ OA’ = OB’ + AB’
i substituint r’ = ‘x‘z + ‘y‘z Orr=x+y".

Dividint el dos membres per 1 tenim

r2 X2+y2 XZ y2 X2 y2
ST Tty UlE vy
r r r r r r
2 2
.Y . X ) ) X
Com sino= = jcosa= — [ sin’a-= Y i cos’a:=
r r I_2 r2

si ara substituint obtenim que sin*a +cos’a =1 .

Conseqii¢ncia immediata de la formula fonamental és que:

2 2

2 2

I+tg=a = sec™a I+ cotg™ a = cosec” a
jaque: jaque:
st dividim els dos membres de la féormula st dividim els dos membres de la formula
fonamental per cos*a , obtenim fonamental per sin°a , obtenim
sin’a . cos’a 1 sin’a . cos’s 1

cos’a  cos’d  cos’a sin?d sin%g sina
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. sin , _ cos’a , .1 2
pero com oS tgra S - secta com ——— = cotga 1 ——— = cosec a
cos’l cos’t sin’a sin’a
0 1+ tg*a = — O 1+ cotg’a = ———

cos’l cos’
obtenim 1+ tg”a = sec’ ¢ obtenim 1+ cotg” o= cosec’ a
Exemple:

. 2
Calcular les raons trigonometriques d'un angle o del segon quadrant, sabent que sina. = 3

Per la formula fonamental de la trigonometria:

sin“0l + cos’a =1 [ H H+c0s a=10cosar =1t |1- \f

Com l'angle o és del segon quadrant [1 cos a <0 [J cosa = - —.

-5
_ sing _ _ 2 _ - 2\/§ cos( 3 - \/g
tgh = - - y cotga = = =
cosa S \E 5 sind % 2
3
seca = 1 = = 3 = B 3\/5 cosecq = '1 = 1 = é
cosq 5 -5 5 sine. 2 2
3 3
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Raons trigonométriques angles associats. Reduccio al primer
uadrant.

Angles oposats.
aif oposats = A +PB=0 = B=-a

) CM'_ -CM CM .
sin(- o) = = = - = -sina
r r r

cos(-a) =

- cosa

sin(-0 ) _ -sing _

tg(-a) = -tga

cos(1) cosa

Angles suplementaris
0 i suplementaris = A +B=Tl = B=T1-Q
W

. Cc'M' .
sin(m - a) = = = sina
L
cCO_-Co
cos(m - a) = = = -cosa
r r

sin(m -0 ) _ sinag
P tg(m-a)= = = -tga
cos(mT-a) -cosd
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Angles complementaris

0 i complementaris « 0 +3=T02 « B=T02-Q

Observem que els triangles OM'C i OMC s6n semblants. 1 com les hipotenuses coincideix
amb el radi de la circumferéncia, tindrem que els costats homolegs seran iguals

0 MC=0C' i M'C'=0C

"
1l
R
Lo ey C #
. T C'M'_ OC
sin(—- a) = = = cosa
2 r r
cCoO_-CO _ .
cos(—-a)= S = sina
r r
sm(E - Q)
T _ 2 cosa _
tg (- —— = ctga
2 sin o
COS(E -a)

Angles que difereixen en 1t

B=a+Tt
Es clar que OMC i OM'C' s6n semblants i com les dues hipotenuses coincideixen amb el

radi, els costats homolegs son iguals.
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0

C'M'=-CM | OC'= -0OC "

. C'M' _ - .

sin(o+ ) = = = -sina

f I

Co_-CO

cos(at m) = = = -cosa ,

(arm= === — ¢ L 0,

Y- o

tg () = sin(a + ) _ -sina _ tga .
cos(at ™) -cosa

Angles que difereixen en 172.

B=a+12
Es clar que OMC i OM'C' s6n semblants i com les dues hipotenuses coincideixen amb el
radi, els costats homolegs sén iguals 0 C'M'= OC | OC'= -MC

A
i _m _CM_OC_
sin(a+ —) = = = cosa
2 r
4 . CO_-MC .
* era cos(at —) = = = -sina
2 r r
L o c x
sin(a+ 1)
T 77 _ cos o _
tg(at —)= i = -cotga

Reduccio al primer quadrant

Quan s'ha de trobar les raons trigonometriques d'un angle o, s'acostuma a considerar un
antre angle [3 del primer quadrant de forma que conegudes les raons trigonométriques de [3,
les de a diguin automatiques.

Llavors
sia0lr Quadrant  prenem 3=

si al02n Quadrant  prenem B=T:0 i  sin O =sin 3
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cos a =-cos 3

si a03r Quadrant  prenem 3=0-TTi  sin O =-sin 3
cos a =-cos 3

si a0J4rt Quadrant  prenem 3=2TT-001 sin O = -sin 3
cos a=cos f3

Exemple:

. " 1920 360
Trobem les raons trigonomeétriques de 1920°.
Fem la divisio6 entera per poder treure-li les voltes. 1800 5
0 1920°=5-360°+120° I 1920° té les mateixes raons 120

trigonometriques que 120°.

-1
Com 180°-120°=60° O sin1920° = sin 60° :f 1 c0s1920°= -cos 60"27

Les funcions circulars inverses.

arc sin

Si p és un nombre real p[-1,1], definim arc sinp={a0 R Osina=p}.
Observeu que si 0, és un real on sin 0o = p

llavors arc sin p = {0y + 2:k-Tt, Tt~ O + 2-k-t OkOZ}

_n+2kn
6

i

. -m_ 1 . _ 0
Per exemple com sin — = "> U arcsin—— = [
0

0

7g+ 2km ' \/ }_1

arc cos

Si p és un nombre real pO[-1,1], definim arc cos p={a0d R Ocosa=p}.

Observeu que si 0, €s un real on cos 0y =p
llavors arc cos p ={do + 2°k-TT, - a, + 2-k-t OkOZ}

/\Hnsx / D T
-1 -1fe, il 1 n I D 7+ 2kr[
/ i X ‘ 4 ~* com COSE: 1 O arccosl: D-SIT
) i

arc tg

Si p és un nombre real pOR, definim arctgp={a0R Otga=p}.
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Observeu que si 0, €s un real on tg 0y =p
llavors arc tg p = {0y + k-1t OkOZJ}

com tg3f= -10 arctg- 1= 3[:T+ kn

1
Finf2

.
w2 " iz
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Equacions trigonométriques.

Entenem per equacié trigonometrica, a una equacio6 on les incognites estan sota una funcid
trigonomeétrica. Com sempre, resoldre 1'equacio sera trobar tots els valors de les incognites
que substituits a I'equacio, la transformen en una igualtat certa.

exemples
resolem l'equaci6 tg x = ctg x

com ¢tgl = —— tenim que
tea

0 n
tex=10 x= —+ kn
0 e 4

O tg’x=10 tgx=x10 [
tgx Jigx= <110 x=3£+kn

tgx =

En—+kn

La soluci6 de I'equaci6 és doncs x = D;}T .
PR
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Raons trigonomeétriques de 1a suma i deferéncia.

Sinus d'una suma d'angles

sin(0+f) =sin a - cos B + cos A - sin B

Ja que:

Considerem I'angle o centrat a la circumferencia

A

trigonomeétrica, 1 coincidint am el segon costat de o situemi ‘_\\
a

el primer costat de 3. Aixi hem obtingut I'angle a+f3,

centrat a la circumferéncia.

. AB DE DC+ CE
Es clar que sin(at B)= —= —= — = (1 a+f
que sin(a + f) oA OA oA (1) B
. %
o B E I
Com
sina:g 0 CE= OC-sina
oC
i tenim que CE = OA-sing -cosp .
cosB=£ 0 OC= OA-cos B
OA
Per altra costat,
cosa:C:D 0 CD-=AC-cost
AC
i amb el que CD = OA-cos a-sin f.
sinﬁziﬂ AC= OA-sin P
OA

Substituint a (1) obtenim

DC+ CE _ OA-cosa-sin P+ OA-sind -cosp

sin(at f) = oA

OA

i simplificant sin(o+ B) = cos a-sin B+ sing -cosP = sind -cosP + cos a-sin 3,
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Cosinus d'uns suma d'angles

cos(a+ PB)=cos - cos B - sin O - sin 3

Ja que: v
Considerem I'angle o centrat a la circumferencia
trigonometrica, i coincidint am el segon costat de  situemi el '_\\\A
primer costat de 3. Aixi hem obtingut I'angle o+f3, centrat a la
circumferencia.

OB _ OE- OB
Llavors  cos(a+t P) = O_ -9 _O =2 +f
OA OA
A
Com ) B E |
cos o = O9E OE= OC-cosa
oC
i [0 OE = OA-coso.-cosp
cos P = 2 1 OC= OA-cos B
OA
: AD |
sin o= — [0 AD= AC-sina
AC
i 0 AD=OA-sina-sinp
sin p= 2C 0 AC: OAsinp
OA
Substituint a (2) 1 simplificant obtenim
cos (@t ) - OE- OB _ OA-cosa-cosp-OA-sina-sinf _ cos .- cos B - sin o-sin

OA OA

Tangent d'una suma d'angles

tgatt
tg(at p)= BT 1ED
I-tga-tg

sin (a.+ B)

Ja que: tg(at f)= cos (@t )

, per les propietats anteriors
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sin (o + sind -cosP + cos a-sin
w(as = SN@HD) B B

cos(at B) cosa-cosP- sina-sin
dividint numerador i denominador per €os o.-cos 8 obtenim:

sing -cosPt cosa-sin 3 sing -cos 3 , cos a-sin

cosa - cosf _ cosa-cosP cosa-cosf
coso-cosf-sina-sinf  coso-cosP  sino-sinf

tg(at B) =

cos a-cosf cosa-cosf cosa-cosp
1 simplificant
sing . sin

cosa  cosf _ tgat tg B
- sina.sinf 1-tgo-tgP
cosa cosf

tg(at p) =

Raons trigonomeétriques d'una diferéncia d'angles

sin(0 - B)= sina - cos B - cos A - sin 3

cos(0 -PB)=cos a-cos B + sin a-sinf

B)- tga-tgf

tg(o-
. I+ tga-tgf3

Per raonar-les es suficient observar que :
sin(a - B) = sin(a+(-B)) = sin a - cos(-B) + cos a - sin(-P)

que cos(-B)=cosP i sin(-B)=-sinP

1 substituir
sin(a - B) =sin A - cos(-B) + cos A - sin(-B)=sinA-cosB - cos -sinf3 .

Analogament

cos(a - B) = cos(a+(-3)) =cos a - cos(-P) - sin A -sin(-B)=cosd - cos B + sin A - sin B.
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Raons trigonométriques de 1'angle doble i meitat

Raons trigonomeétriques de I'angle doble

sin(2-0) =2+ sin O - cos O cos(2-a) = cos’ A - sin* A
Ja que:
sin(2-a) = sin(a+0)= cos(2-a) = cos(a+0)=
per la formula del sinus d'una suma per la formula del cosinus d'una suma
sin(2-0) = sind - cos O + cos O - sin O cos(2-a)=cos a-cos O - sin - sin A =
com el producte de reals és commutatiu =cos* O - sin’*d

=sind-cos O +sind - cos 0 =
=2-sin O * cos O

2-tga

Analogament es raona que tg(2 a ) - 2
1-tg“a

Raons trigonomeétriques de I'angle meitat

. 1- cosa a 1+ cosa
sm—=%t | —— cos— =% | ———
2 2 2 2

Ja que:

a
Considerem 3 = 5 O a=2

per la formula fonamental de la trigonometria [ 1=sin’3 + cos’B (1)

com cos(2+B) = cos’B - sin’P3 ()
Si a l'expressio (1) li restem 1'expressio Si a l'expressio (1) li sumem I'expressio
(2), obtenim (2), obtenim
2-sin’3 = 1- cos(2-B) 2-cos’B = 1+ cos(2-B)

a a
com 0(=2-BiB=5 com GZZ'BiBZE
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a
2-sin25 =1-cos alJ

) . 1- cosa
ipertant sin— =% |—
2 2

. a
i per tant cos 5

a
2-00523 =1+cosa [J

,0 _ 1+ cosa
cos™ — = —

2 2

1+ cosa
i
\ 2

a , 1-cosa

tg—=t

2 1+ cosa

.o

Sin —

Com tg" =

om 2 o

COS —

2

per les formules anteriors

1- cosa
i
2 _

a
tgf: =

1- cosa

1+

2 1+ cost
i
2

Formules de transformacio en producte.

D'una suma o diferéncia de sinus

a-f

. : .ot
sin o+ sin 3 = 2-sm—B-cos
2 2

: : o
sin o.- sin B = 2-cos

_atpP

Considerem a-= ib= o B

2 2
sin 0 = sin(a+b) =sina-cos b+ cos a 'sin b
sin 3 =sin (a-b) =sina ‘cosb-cosa-sinb

0 o=atb i B=a-b

llavors

Sumant (1) + (2)

sin O +sin 3= 2-sina-cos b=

2-sin & B o p
2 2

*COS

. =2-cosa-sinb= 2-cos

(1)
2)

Restant (1) - (2)
sin O -sin 3=

+ -
¢ B-sin o p .
2 2
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D'una suma o diferéncia de cosinus

ot o- .ot '
cosat cosP= 2-cos B-cos p coso- cos = -2-sin B-s1n p
2 2 2 2
+ -
Considerem a= (12[3 ib= (12[3 O a=atb i B=a-b
llavors cos 0 = cos(atb) =cos a-cosb-sina-sinb (1)
cos 3=sin (a-b) =cosa-cosb t+sina-sinb (2)
Sumant (1) +(2) Restant (1) - (2)
cos O +cos B= 2- cosa -cos == cos a -cos 3= -2-sina-sinb==
¥ - + -
2-cos B-cosoc b ~2-sin & B-sina b
2 2 2 2
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Teorema dels sinus

Donat un triangle de vertexs ABC

es verifica que:

a b ¢

smA smB sinC

Demostracio:

Considerem H la projeccié del vertex C sobre el costat AB i
H' la projeccio de B sobre el costat AC.

A

B H

C

Si ens fixem en els triangle rectangle AHC, veiem que h =b-sin A
i en el triangle BHC tenim que h = a-sin(T-B) = a -sin B

b _ a {
sinB sin A D
Per altra banda, del triangle rectangle CH'B, en deduim que h'=a‘sin C
idel tringle AH' B h'=c'sin A

i per tant b-sin A = a- sin B [

_ C

1 per tant a-sin C= c-sin AlJ = 2
1 per tant a-sin C= csin Sn A sinC (2)

a b c
combinant (1) i (2) obtenim —; ==
sinA sinB sinC
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Teorema dels cosinus
Donat el triangle de vertexs ABC

A

es verifica que:

a’z b%+c2-2'b-ccos A

b2=c2+a%-2-ca:cos B

c?=a%+b?-2-abcosC

Demostracio:
Considerem h 'altura del vertex C sobre el costat AB 1 H la projeccio d'aquest vertex,
nlalongitudde BaH imlade AaH.

és clar que m=c+n.[0 m’=(ctn)’=c*+2-¢cn+n’ (1)

Al triangle rectangle BHC tenim que pel teorema de Pitagores a’=h*+n?
ial tringle AHC b*=h*+m* 00 h*=b*-m’

amb el que  a’=b*-m’+n’

1 per l'expressio (1)

a’=b?- (c*+ 2-cn+n?) +n’=b*- c*- 2.c'n - n+ n*= b>-c*-2:cn

icom n=a-cos(T-B)=-a-cos B

substituint a’= b*c?-2-¢:(-a-cos B) = b*- ¢* + 2-cra-:cos B .

iisolant b* =a’+ ¢* - 2-a-:c:cos B .
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Resolucio de triangles.
Entenem per resoldre un triangle, a trobar-li la longitud dels seus costats i la mida dels tres
angles.

Al igual que hem fet fins ara,

designarem amb lletres minuscules , a
bic, als tres costats.

I amb la mateixa lletra majuscula, a
l'angle oposat a cada costat. A

Exemple1

Coneixem un costat i dos angles.
A=25°,B=40° ia=13cms.

Com la suma dels angles interiors d'un triangle és 180°, C=180°-25°-40°=115°.
b

Pel teorema dels sinus — = — = — tenim que :
smA snB sinC
13 = - b = - ¢ b = 13.511'1 40 = 1977cms 1 c= M = 2787cms
sin25 sin40 sinllS sin 25 sin 25

Per tant el triangle és a=13cm , b=19.77cm , c=27.87cm A=25° B=40° 1 C=115°.

Exemple2

Coneixem dos costats i I'angle que formen.
A=20°, b= 10mm, ¢ = 15mm.

El costat a, el podem trobar directament amb el teorema dels cosinus.

a’>=b?+ c*-2-b-c:cosA [0 a?=10*+ 15%-2:10-15-c0s20° = 100 + 225 - 281.91 =43.09 J
a=6,56mm.

Ara tenim els tres costats i podem trobar un dels angles que ens falta, amb el teorema dels
cosinus.

- b2 2 2 - 100+ 43.09 + 225
cosB = u [0 cosB =
2ac 2:6.56:15
- + +
cosB - 100+ 43.09 + 225 - 0.85411
196.8

U B=arc cos 0.85411 = 31,33 =31°20".

Com ja coneixem dos angles 1 la suma dels angles interiors d'un triangle és 180°, el tercer
angle és C=180°-20°-31°20" = 128°40'.

Per tant el triangle és a = 6,56mm,, b= 10mm, ¢ = 15mm, A=20°, B=31°20', C=128°40'".
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Exemple3

Coneixem els tres costats.
a=20cm, b=12cm, c=10cm.

Pel teorema dels cosinus tenim que

2 2 2 2 2 2
2 1o 9 _-a“tbtec _-20°+12°+10
- + - 2:b-c UcosAz ———— [ cosA =
a“=b“+c - 2bccosA be 1210
- 400+ 144+ 100
COSA = 240 = -0.65 0 A=arc cos -0.65=130.541601=130° 32' 30" .
24 02 K2 2y 2_ 192
b?=c¢?+a’-2-cacosBO cosB= uﬂ cosB = 107+ 20
2ca 2:10-20
100+ 400- 144
cosB = = 0.89 0 B=arc cos 0.89=27.126753 =27°7"' 36" .

400
I I'angle el podrem trobar sabent que la suma dels angles interiors d'un triangle ¢s 180°

C=180°- A - B=180°-130°32'30"- 27°7' 36" =22°19' 53" .

Exemple4

Coneixem dos costats 1 un angle oposat a un dels costats.
a=12m, b =5m 1 A=40°.
Pel teorema dels sinus
12 5 ¢
sin40 sinB sinC

5-sin 40
STV - 0267828 0 B=arc sin 0.267828= 15.535071°

sin B =
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Formules de Briggs i Hero.

Férmules de Briggs. c
En un triangle qualsevol, si anomenem p b
L, atbtc a
al seu semiperimetre p = S
es verifica que: B c
oA [(p-b)(p-c) B_ [(p-o)(p-2) C_ [(p-a)y(p-b)
g o= o e o (e
2 p-(p-a) 2 p-(p-b) 2 p-(p-¢)
Ja que:
Pel teorema dels cosinus a’=b’+c’- 2:bccosA
isolant cos A -at+ b2+ c?
COSA=z —— ———
2bc
Com A 1- cosA
2 1+ cosA
substituint a2+ b2+ 2
~ 2bc
-at+ b2 tc’
si operem 1 simplifiquem A \/ be+ a2-b?-c?
E 2bc-a*+b*+c’
com (b-c)*=b*-2bc+c? a’- (b- c)?
E S -a+ (b+c)’
com una diferéncia de A |(at (b-c¢))(a-(b-c))
quadrats és la suma per tg; B (a+ (bt c))(-at (bt c))

la diferéncia

A |(2p-2:¢)(2p-2b)
com a+b+c=2p Pl

2p(2p-2-a)

i finalment, simplificant A (p-c)(p-b)
tg—= [
2 p(p-a)
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Foérmula d'Heré
Si p és el semiperimetre d'un triangle, la seva superficie és:

S= . /p(p- a)(p- b)-(p- ¢)

Ja que :
Considerem el triangle

Es clar que la seva superficie és. S- %CH_C N %c-bsinA N %-ob-sin%

Pe la férmula de I'angle doble f; - obsin %.COS % (1)

; 2.2, 2
Com cosé =t Jﬂ 1 cosA = cattbiret , tenim que
2 2 2bc

1+-az+b2+c2 2bc- a’+ b*+ c? b2+ 2bot o2 - a2
cosé N 2bc = 2bc - Abe B
_ [(b+ c)2 - a’ :\/(b+ cta)bt c-a) :\/2p(2p— 2a) :\/p(p- a)
\} 4bc 4bc 4bc be
Analogament
in o [P D)p-o)

bc

I per tant substituint a (1) S ebsin é cos

Ay \/(p b)(p-©) [p(p-2)
be

I finalment operant St be \/(p b)(p- c) p(p a) \/p (p- a)-(p-b)(p-c) .
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