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Funcions polinomiques

Definicio

Un polinomi amb coeficients reals és una expressio de la forma
p(x)=ap+a;x +ax” + ... + apx"
on ay, ai, ..., a, son nombres reals que multipliquen la x 1 se'n diuen coeficients ; del valor
ap acostumen a dir-ne el terme independent.
La variable d’un polinomi és la lletra x que hi apareix; tot i que aquesta lletra x és la que
s’utilitza gairebé sempre, de fet se’n pot fer servir qualsevol altra.
Els sumands ao, a;x, agxz, ..., apX" s’anomenen els termes del polinomi.
Grau d’un polinomi és el més gran dels exponents de x que apareix en el polinomi .

Operacions amb polinomis

Suma

Si p(x) 1 q(x) son dos polinomis de variable x, la suma de p(x) i q(x) , que representem com
p(x) + q(x), .€s el polinomi que s’obté sumant els coeficients corresponents a la mateixa
potencia de la x en els dos polinomis.

Exemple
Fem la suma dels polinomis p(x) = 5+ 3x — 2x” i q(x) = 6 + 2x + 4x* + 7x°

p(x) + q(x) = (5+ 3x = 2x) + (6 + 2x + 4x* + 7x’) = 11 + 5x + 2x" + 7x°

Propietats de la suma

Es facil comprovar que la suma de polinomis és:
Associativa: [p(x) + q(x)] + 1(x) = p(x) + [q(x) + r(x)]
Commutativa: p(x) + q(x) = q(x) + p(x)
Té element neutre: el polinomi amb tots els coeficients 0 ; 0(x) = 0 + 0x + 0x* + ... + 0x".
T¢ element oposat.
Si p(x) e’s un polinomi de grau n el seu oposat —p(x),és una altre polinomi que
s'obté canviant el signe de tots els coeficients de p(x).

El conjunt R[x] amb la suma es un grup abelia.

Producte de polinomis

Producte d’un monomi per un polinomi:

Considerem el polinomi p(x) =ap+ a;x + x> + ... +a,x" iel monomi ijj
llavors

bix' - p(x) =bix! - (ag+a;x +ax" + ...+ ax") =

=bix' - ag+bix - ax +bx) - ax’ + ... + byl - ax" =

=Db; - ax! +bj - ax" +b; - ax* + .+ by ax™

Exemple
Si p(x) =4x +2x* - 6x = p(x)3x° = (4x + 2x” - 6x°)-3x* = 12x” + 6x"* - 18x" .
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Producte de dos polinomis:

Si p(x) 1 q(x) son dos polinomis de variable x, la suma de p(x) i q(x) , que representem com
p(x) + q(x), .¢s el polinomi que s’obté sumant els coeficients corresponents a la mateixa
poténcia de la x en els dos polinomis.

p(Xx)=ap+ax +ax’+...+ax" i q(x)=by+bx+bx>+ ...+ byx"

p(X)'q(X)= (ap + ax + ax”> + ... T a;x")-( by + bix + box” + ... + byx™) =
es multiplica el primer polinomi per cada terme del segon i es sumen els resultats

p(X)-q(x)=(ap + a;x + ... + a,x")-(bp + byx + ... + bpx™) =

=(ap+a;x + .. +anx"bo + (ap + a;x + ... + a;x")bix + (ag T a;x + ... + ax")box’ +...
+ o+ (AT aXx + ax’ + ... + apx")bpx™

Observeu que grau p(x)-q(x) = grau p(x) + grau q(x)

Exemple
p(x)=4x +2x*-6x i q(x)=-1+3x-2x>+x’
4x + 2X2 - 6X3 p(X)
-1 3x - 2x° X’ q(x)
4x* 2% 6x° p(x)-x
8x 4xt 1 «—  p(x)(-2x)
12x*  6x°  -18x" «—  p(x)3x
-4x - 2x* 6x° «— p(x)(-1)
Ax 10X 4% -18x" 14X 6" «—  p(x)q(x)

P(x)-Q(x) = (4x + 2x> - 6x° )-(-1+ 3% - 2x> + x°)= -4x + 10x” +4x> - 18x* +14x> -6x°

Propietats del producte

Es faciii de comprovar que el producte de polinomis compleix les propietats:
Associativa: [P(x) -Q(x)] . R(x) = P(x) . [Q(x) . R(x)]

Commutativa: P(x) . Q(x) = Q(x) . P(x)

Element unitat: és el polinomi 1

Distributiva respecte a la suma: P(x) . [Q(x) + R(x)] = P(x) . Q(x) + P(x) . R(x)

Observeu que R[x] amb la suma i producte que hem definit, té les mateixes propietats que
els nombres enters amb la suma i el producte; quan un conjunt amb dues operacions té
aquestes propietats, diem que té estructura d’anell .
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Divisio de polinomis
A I'anell R[x] introduim la idea de divisi6 gairebé de la mateixa forma que s'introdueix la
divisio entre enters; aixi doncs:

Si D(x) 1 d(x) s6n dos polinomis, fer la divisio entera de D(x) entre d(x) , és trobar un parell
de polinomis q(x) i r(x) que compleixin les condicions:
D(x)=d(x).qx)+r(x) on grau r(x)<graude d(x).

D(x) d(x) Dividend |divisor

r(X) q(x) resid quocient

Si el residu de la divisio dels polinomis D(x) per d(x) és 0, la divisidé s’anomena exacta.

Exemple:
6x' x4’ +1 [3x% -2x +5
-6x* 4x§ -10§f 25 +x -2
3x -8x
3x° 2x? -5x
-6x° -5x +1
6x> -4x +10
9x  +11
2t 3xt 4t +2 |x+3
2x* -6xz , 2x° -9x°+29x - 87
-Ox X
ox>  27x*
29x°
29x*  -87x
-87x +2
87x  +261
263
Regla de Ruffini

Aquesta regla és un cas particular de la divisié quan el divisor té la forma x + a. Constitueix
una forma rapida de fer la divisié emprant solament els coeficients.

2 -3 2 0 2
-3 6 27  -87 | 261
| 2 9 29 -87 | 263
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Multiples i divisors

Si P(x) 1 Q(x) son dos polinomis, diem que

P(x) és multiple de Q(x) < existeix C(x) polinomi de manera que P(x) = Q(x):C(x)
En aquest cas es diu que

Q(x) és divisor de P(x) o que P(x) és divisible per Q(x)

Quan un polinomi sols és divisible per polinomis de grau 0 (nimeros reals) o per ell
mateix , es diu que és un polinomi primer.

Teorema del residu

P(x)eR[x] i acR = el residu de la divisié de P(x) entre x-a coincideix amb P(a)

és a dir: P(x)

Residu = P(a)
X—a

ja que sifem la divisio d'un polinomi P(x) entre X - a , obtenim un polinomi Q(x) com a
quocient i un residu r(x).

P(x) = (x-2)Q(x) + 1(x) (1)

com graur(x) < graudivisor =1 = grau r(x) = 0 = r(x)és un nombre real.

st a (1), substituim la x per a, obtenim p(a) = (a-a):q(a) +r(a)=0-q(a) +tr=r=

P(a)= residu P(X)
X—a

Propietat

Un polinomi P(x) és divisible per x—a < P(a)=0.
Evident a partir del teorema del residu.

Arrels o zeros d’un polinomi

Anomenem arrel d’un polinomi P(x) tot nombre real a tal que P(a) = 0; per aquesta ra6 de
les arrels també se'n diuen zeros del polinomi.

Descomposicio d’un polinomi en factors.

Quan treballavem amb numeros enters, si haviem de trobar multiples o divisors d'un
nombre o d'uns quants nombres, ens facilitava els calculs el tenir la seva descomposicié en
factors primers; amb els polinomis passa una casa semblant, per aixo ens plantegem el com
descomposar els polinomis amb producte de polinomis primers.

Propietat
P(x)eR[x]

grau(P)=n o, 0,..., oty zeros de P(x) = P(x)=k-(x-o)"(x-02) ... (x-0ty) ambk eR
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Ja que
D’acord amb el teorema del residu, si un nombre real a és arrel del polinomi P(x), aquest és
divisible pel binomi x — a i aleshores es pot posar com P(x)=(x-a)-C(x) on C(x) és el
quocient de la divisio.
Aplicant aquest raonament n vegades, podem dir que

P(x)=(x-011)"(x-012) ... (X-0tp) ‘C(X)

Com el producte de (x-ot1) (x-02)...-(x-01,) dona un polinomi de grau n = grau (C)=0 =
C(x) és un nombre real.

La propietat anterior ens diu que el problema d’esbrinar si un polinomi P(x) té divisors de
primer grau es redueix a trobar les seves arrels; la qiiestio pero no és senzilla.

En el cas de polinomis de grau 1 o 2 és facil trobar les arrels amb el que és senzill de
factoritzar-los; perd per graus més grans, cal provar sort amb diferents propietats com:

a enter 1iP(x) ésun polinomi amb coeficients enters

a ¢és arrel del polinomi amb coeficients enters= a divideix el terme independent ag
ja que:

Si P(x)=ag+a;x + apx’ + ... + a,x"

aésarrel de P(x) => P(a)=ag+a;.a+ay.a’+..+a,.a" =0

isolant ay 1 treient a factor comu

ag=-aj.a—a.a —..—a,.a"=a.(-a —a.a—..—a,.a" )= adivisor de ag

Exemples:

e Factoritzem P(x)=-2x"+ 2x -12
Per aix0 plantegem -2x°+2x-12=0

—2+,/4+96 —2110_{_2

1 resolem l'equaci6 x = =
1 —4 —4 3

= P(x)=-2x> + 2x -12=k-(x+2+(x-3)

com si fem el producte de x+2 per x-3, veiem que el coeficient de grau 2
seia 1, 1 ha de ser -2, tindrem que k=-2
per tant P(x) = -2x” + 2x -12 = -2+(x+2)(x-3)

e Descomposem en factors primers Q(x) = x*+x+1

—1+1-4 _-1+-3
2 2

Plantegem x*+x+1=0 = x = ¢R= no descomposa =

¢és un polinomi primer.

e Descomposem R(x)=x" + 4x*+ 4x°
Esta clar que podem treure x* factor comi i queda R(x)=x"(x*+4x+4)
Com x*+4x+4 é el quadrat d'una suma , tenim que
R(x)=x- (X +dx+4)=x-(x+2)*
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e Descomposem S(x)=x"—5x>+4
Com els divisors de 4 son -1, 1,-2,2,-414
Provarem per aquests valors
Com P(-1)=1-5+4=01 ésarrel de p(x) =
1 0O -5 0 4
-1 -1 1 4 | 4
|1 -1 -4 4]0
= P(x)=(x’-x*-4x+4)-(x+1)
Provem ara P(1)=1-5+4=0= 1 ¢és arrel de p(x) =
1 -1 41| 4
1 1 0 | 4
1 0o 4]0
= P(X)=(x-x*-4x+4)-(x+1)=(x"-4)-(x-1)-(x+1)
Com x*-4=(x+2)-(x-2)
tenim que: S(x) = x* — 5x* + 4 = (x+2)(x-2)(x-1)-(x+1)

Maxim comu divisor i minim comu multiple

El maxim comu divisor d'un conjunt de polinomis, és el polinomi de major grau que és
divisor de tots.

Si els polinomis els tenim descompostos en factors primers, el maxim comu divisor és el
producte dels factors comuns a tots ells amb el menor exponent amb que apareixen en les
descomposicions corresponents.

Per minim coma multiple d'un conjunt de polinomis, entenem al polinomi de menor grau
que és multiple de tots.

El minim comt multiple de dos o més polinomis ¢€s el producte dels factors comuns i no
comuns amb el major exponent amb qué apareixen en les descomposicions.

Exemple:
Trobem el McD i mem dels polinomis S(x) =x* —5x*+4 i R(x)=x" + 4x™ 4x’

En els exemples anteriors hem vist que:
R(X)=x>"(x*+4x+4)=x>"(x+2)

S(x) = x* — 5x% + 4 = (x+2)(x-2)"(x-1)-(x+1)
amb el que el McD(R,S)= x+2

i el mem(R,S)=x""(x+2)*(x-2)(x-1)-(x+1)
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Fraccions polinomiques
Recordem que donats dos enters a i b no sempre €s possible la divisid exacta a entre b, és

a dir, a/b no sempre és un nombre enter; per aixo s’introdueix el concepte de fraccio b 1,a

partir d’aqui, el conjunt dels nombres racionals.
Seguint el paral-lelisme amb el enters, definim les fraccions polinomiques en la forma

p(x; el parell ordenat (p(x),q(x)) ,

Donats p(x) 1 q(x) dos polinomis q(x)=0 , definim
de p(x)en diem numerador i de i q(x) denominador.

Equivaleéncia de fraccions.

Dues fraccions ak) C(X)les son equivalents < a(x) . d(x) = b(x) . ¢(x).
b(x) d(x)
Al igual que amb els enters, quan % i % son equivalents diem que son iguals.
X X

Si multipliquem o dividim el numerador i el denominador d’una fraccid polindomica per un
mateix polinomi no nul, la fraccié que resulta és equivalent a la primera..

Operacions amb fraccions polinomiques

Suma de fraccions:

e Siles fraccions sumands tenen el mateix denominador, la fraccid suma té el mateix
denominador i, com a numerador, la suma dels numeradors.
a(x) N b(x) _ a(x)+b(x)
d(x) d(x) d(x)
e Siles fraccions tenen denominadors diferents, cal primer transforma-les en dues

fraccions equivalents a les inicials que tinguin el mateix denominador i després fer la
suma com en el cas anterior.

a(x)  p(x) _ax)q(x)  p(x)b(x) _ alx)-q(x)+p(x)-b(x)
b(x) " q(x)  b()yq(x) " q(x)blx) b(x)-q(x)

Propietats de la suma:

p()_[at), et |_[p), at) |, ex)
a(x) | b(x) d(x)] |a(x) b(x)| d(x)
a(x) N c(x) _ c(x) N a(x)
b(x) d(x) d(x) b(x)

e Element neutre: és 0(x)

e Associativa:

e Commutativa; .

¢ Element oposat: tota fraccid @ té com a oposada la fraccio -ax)
b(x) b(x)

Per tant les fraccions polinomiques amb la suma sén un grup abelia.
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Producte de fraccions

El producte de dues fraccions polinomiques és la fraccié polinomica que té com a
numerador el producte dels numeradors i com a denominador el producte dels
a(x) c(x) _ a(x)-c(x)

b(x) d(x)  b(x)-d(x)

denominadors:

Propietats del producte

v rcsociaiva. P2[200.c09]_[p() 20)] e
a(x)[ b(x) d(x) | | a(x) b(x) | d(x)
e Commutativa: a(x) c(x) = c(x) akx) .
b(x) d(x)  d(x) b(x)
e FElement unitat: &i) amb p(x)=0
e Element invers: Tota fraccid M amb a(x)=0 té per inversa M
b(x) a(x)
e Distributiva respecte de la suma P()} akx) + c(x) = P(x) ax) + P(x) c(x)
q(x)| b(x) d(x)| a(x)b(x) q(x)d(x)

Per aixo diem que el conjunt de les fraccions polindmiques amb aquesta suma i aquest
producte, son un cos commutatiu.
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Funcié exponencial
Entenem per funcié exponencial a una poténcia on la base és constant i la variable és
l'exponent; és dir:

Sia € R a>01 a#1 la funci6 exponencial de base a és
exp,: R

X

R

X

a

v oW

Exemples

e Lafunci6 expy(x)=2"=y
Fent una petit taula de valors , veiem que el seu grafic és:

X expa(x) =2*

4 | 27%=0.0625

3 23=0.125

2 272=0.25

-1 21=05

0 2%=1
05 | 2%°=1.41

1 2= _//

1.5 21"52=2.82 = — O =
2 22=4

e L'interés compost
Si col-loquem un capital Cy a un banc amb un interés en tant pe u de i , al complir-
se un any el que podem retirar és C(1)=Cy + Cp'1 = Co(1+1) .
Si no retirem ni els diners inicials ni els interessos que ens han donat, el segon any
tindrem C(2) = C(1)-(1+i) = Co-(1+) -(1+i) = Co(1+i)* .
Si el segiient any tampoc retirem ni diners ni interessos, al finalitzar el periode
tindrem un capital C(3)= Co-(1+i)’ .
I passats t anys el capital que podem treure és de C(t)= Co-(1+i)" .

Caracteristiques
Domini i recorregut

Com a>0 qualsevol nombre real x té imatge per y=a* = Dom(a*) =R .
Al ser a>0 = a™>0 i com a#1 = per qualsevol valor de y, podem trobar una x de
manera que yo=a- = Rec(a*)=(0,0)

Creixement

e Sia>1 = y=a" és creixent
e Sia<l = y=a" és decreixent

Injectivitat
La funcio y=a" és injectiva, ja que per les propietats de les poténcies sabem que
a'=a’ = x=y
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Funcio logaritmica
Com la funci6 exponencial de base a és injectiva, tenim que
exp,: R > (0,0)
X > a’
¢s bijectiva i per tant ens podem plantejar la seva inversa per la composicio; aquesta inversa
¢s del que en diem funcio logarirmica de base a.

R > (0,00)
exp,: x > y=a'
X < y :log,

Definicio

SiacR a>01ia#1, i xe(0,0), anomenem logaritme en base a de x, a I'exponent que cal
elevar la base per que doni x

¢sadir 'y =log,x < a'=x

amb aquesta definici6 és clar que el logaritme ¢és la inversa de I'exponencial.

El grafic del logaritme sera el simétric respecte la recta y=x, del grafic de 1'exponencial.
Les bases de logaritmes més habituals son 10 i llavors ho posem com y = log x

1 e que s'expressa comy =In x

y=e'
=X
2..
v=In x
___
-2 0 2
_2“
Exemples:
log,1 =0 log, a=1 log, \/_ :% logs 8 =3, ja que 2°=8
log, % =-3,ja 2‘3=% log 1000= 3 ja que 1000=10’

1 . L
log ——=-3,jaque 10°=——
ST 1000
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Propietats algebraiques dels logaritmes

El logaritme d'un producte és la suma dels logaritmes
log,(xy) = log,x + log,y

ja que:
per definici6 de logaritme x=a
= xy=a logx | a logy _ a logx +logy
com X'y = alosxy) —
alosY) = g logxTloey — 1o (x-y) = log.x + log.y

log x _logy

1y

El logaritme d'un quocient és la diferéncia dels logaritmes
logai =log,x - log, y
y

ja que:
per definicio de logaritme x=a
- X/y =3 log x /a logy _ a log x a -logy _ a logx - logy
com xX/y =
a8 = g leex-logy — 150 (x/y) = log.x - logay

log x i y:logy

alog(x/y) N

Logaritme d'una poténcia és l'exponent pel logaritme de la base de la poténcia

log, x* = ylog, x
ja que:

Per definicié de logaritme x =a%* = x’ = (a'°gx )/ = q"'°¢*

log x” log x”

1
com x’ =a =a =a”""*" = log, X’ = y'log, x

1
Logaritme d'una arrel log, \/x =—-log,x
y

1 1

jaque: com i/x =x’ log, {/;=loga x7 =—-log, x
y
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Funcions circulars.

Funcio sinus

Definim la funcio6 sinus com una funci6 que a cada nombre real a, li assigna el sinus de
l'angle que t¢é a radiants.

sin: R > R
a > sinus de I'angle de a radiants
Domini = R
Recorregut = [-1,1] .
Periodica de periode 2-7 sin(x+2m) = sin X.

Es imparell sin(-x) = -sin x
Creix en el primer i quart quadrant i decreix en el segon i tercer.
Es continua.

y=sinx

\ /.

- -2 I b Inf2 an

=

Funcio cosinus

Definim la funci6 cosinus com una funcio que a cada nombre real a., li assigna el cosinus
de I'angle que té a radiants.

cos R > R
a > cosinus de I'angle de o radiants
Domini = R
Recorregut = [-1,1] .
Periodica de periode 2-nt cos(x+2m) = cos X.

Es parell cos(-x) = cos x
Decreix en el primer i segon quadrants i creix en el tercer 1 quart.
Es continua.

¥
1

Y=COS X
- -z, ald q KLl o
/ 7 \/ x
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Funcio6 tangent

Definim la funcié tangent com una funci6 que a cada nombre real a, li assigna el cosinus
de l'angle que té a radiants.

tg R\{n/2+kn| keZ} — > R

o >  tangent de 1'angle de o radiants

Domini = R\{1t/2+k-nt| ke Z}
Recorregut = R.

Periodica de periode =« tg(x+m) = tg x.
Es imparell tg(-x) =-tgx

Creixent a cada interval del seu domini.

Continua a tots els reals excepte en els punts 7/2 + k-n on té discontinuitats
asimptotiques.

W rall ! i 1 il

e




