H. Ttkur Probabilitats-1/15

BREU RESUM DE COMBINATORIA.

VARIACIONS ORDINARIES.
Donats A={a,..,a } un conjunt amb n elements i B={b,,...,b;,} un conjunt amb m

elements, anomenem variacions de m elements presos de n en n, a cada una de les
aplicacions injectives del conjunt A en el conjunt B.

Una altra definicio és: anomenem variacié ordinaria de m elements presos de n en a,
a cada una de les agrupacions de n elements, tenint en compte que dues
agrupacions son diferents < tenen elements diferents i/o estan en ordres diferents.

El nombre de variacions ordinaries de m elements presos de n en n es representa amb el
simbol Vm,n ,1val:

Vi, = m(m-1) (m-2) ... (m-n+1)

,n

PERMUTACIONS ORDINARIES.
Donat A={ay,...,ay} un conjunt amb n elements, anomenem permutaci6 de n

elements , a cada una de les aplicacions bijectives del conjunt A en si mateix.

Com tota aplicacid injectiva entre conjunts amb n elements és automaticament bijectiva,
1 tota aplicaci6 bijectiva és sempre injectiva, tindrem que les permutacions de n elements
coincideixen amb les variacions de n elements presos de n en n.

O mes simplement: una permutacioé de n elements és cada una de les agrupacions
que podem formar amb tots ells, tenint en compte que dues agrupacions son
diferents < estan ordenades de diferent manera.

El nombre de permutacions ordinaries de n elements es representa per P ,1val:
P.=n(n-1)(n-2)..1 =n!

COMBINACIONS ORDINARIES.
Donat B={b,,...,b} un conjunt amb m elements 1 n < m, anomenem combinacions de

m elements presos de n en n, a cada un dels subconjunts de n elements que es poden
formar amb els elements de B.

O bé: combinacio de m elements presos de n en n , és cada una de les agrupacions
de n elements que podem formar amb els m inicials, tenint en compte que dues
agrupacions son diferents < tenen elements diferents .

Observeu que, en les combinacions, no compte 1'ordre.
El nombre de combinacions ordinaries de m elements presos de n en n es representa amb
el simbol C ™, 1 val:
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Cnm = Vm’n = m! = m
P n!‘(m- n)! [n

VARIACIONS AMB REPETICIO.
Donats A={a,...,a,} un conjunt amb n elements i B={b,,..,b;;} un conjunt amb m

elements, anomenem variacions amb repeticié de m elements presos de n en n a cada
una de les aplicacions del conjunt A en el conjunt B.

També les podem definir en la forma segiient: una variacié amb repeticié de m
elements presos de n en n és cada una de les agrupacions dels m elements, tenint en
compte que es poden repetir i que dues agrupacions son diferents = tenen elements
diferents i/o estan en ordres diferents.

El nombre de variacions amb repeticido de m elements presos de n en n el representem
r VR ival :
per VR, , 1va

VRm,n =m".

PERMUTACIONS AMB REPETICIO.
Donat A={a,...,a,} un conjunt amb n elements, de manera que n'hi ha k, elements

iguals , k, elements iguals ,..., 1 kp elements iguals k1+k2+..+kp =n), anomenem
permutacio dels n elements repetint-se kl,kz,..,kp vegades , a cada una de les

agrupacions que podem formar amb tots els n elements, tenint en compte que dues
agrupacions son diferents = elements diferents estan en ordres diferents.

Si A={a,,...,a,}, les agrupacions que inicialment podem fer amb tots ells és n!, pero si hi
ha k; elements que no es poden distingir, caldra excloure les agrupacions que surten de
permutar entre ells aquests k; elements, i ens queda que si k; elements son indistingibles

el nombre de permutacions és de:
n!

P

Si repetim el raonament pels altres elements coincidents, obtenim que:

k!

ky Ky .k, n!

PR
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ALGEBRA DELS ESDEVENIMENTS ALEATORIS.

EXPERIMENT ALEATORI.
Es tota prova que podem repetir sota les mateixes condicions, perd que no en podem
predir el resultat.
Exemples
* tirar una moneda 1 mirar que surt.
* tirar dos daus i sumar els punts resultants.
* extreure una carta d'una baralla.

ESPAI MOSTRAL.
A tot experiment aleatori li, podem associar el conjunt format pels resultats que pot tenir
l'experiment; d'aquest conjunt en diem espai mostral i el seu simbol és E o Q.
Exemples
* a I'experiment "tirar una moneda" E={cara,creu}
* a I'experiment "tirar un dau" E={1,2,3,4,5,6}

ESDEVENIMENT ALEATORI.
S'anomena esdeveniment a qualsevol subconjunt de I'espai mostral d'un experiment.
Aixi doncs, els esdeveniments son elements del conjunt de parts de E = [J (E).
Exemples:

e si"tirem un dau", alguns dels esdeveniments son:

"treure imparell" =1= {1,3,5} ; "treure parell" =P = {2,4,6} ;

"treure 2 0 3" = {2,3} .

e si "tirem dues monedes", alguns dels esdeveniments son:

"dues cares" ={c,c} ; "dues creus" ={+,+} ; "cara i creu" ={c,*} .

ESDEVENIMENT ELEMENTAL,

Es aquell esdeveniment que esta format per un sol element de l'espai mostral.

Per exemple, si "tirem un dau" els successos elementals son: "treure 1"={1}, "treure
2"={2} , "treure 3"={3}, "treure 4"={4}, "treure 5"={5} , "treure 6"={6} .

ESDEVENIMENT COMPOST.
Es tot esdeveniment que esta format per més d'un element. Observeu que tot
esdeveniment compost es pot expressar com a uni6 d'esdeveniments elementals.
Exemple:

Quan tirem un dau, "treure imparell" és I={1}011{3}0{5} .

ESDEVENIMENT SEGUR I ESDEVENIMENT IMPOSSIBLE.

Anomenem esdeveniment segur, a aquell esdeveniment que sempre es verifica.
L'esdeveniment segur esta format per la uni6 de tots els esdeveniments elementals, i1 per
aixo, el designarem per E.

De l'esdeveniment que no es verifica mai, en diem, esdeveniment impossible . No
podra contenir cap esdeveniment elemental, 1 per aixo, el representem amb L.
Exemple

Si tirem una moneda, l'esdeveniment segur és E="treure cara o creu" ={c,+}; 1
l'esdeveniment impossible és [1="no treure ni cara ni creu".
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RELACIO ENTRE ESDEVENIMENTS.

Hem identificat els esdeveniments amb els subconjunts de E, i per tant les relacions
entre esdeveniments seran les mateixes que entre conjunts.

INCLUSIO.
Donats A i B dos esdeveniments associats a un experiment aleatori, direm que:
A esta contingut oinclosen B <« A [JB < totelementde AésdeB <

= sempre que es verifica A es verifica B.
Exemple E
a l'experiment "tirar un dau", 1'esdeveniment
A="treure 2 0 4" = {2,4} és inclos a I'esdeveniment
B="treure parell".

IGUALTAT.

Direm que dos esdeveniments A i B séniguals « A=B « ALUBiBUA -

= sempre que es verifica A es verifica B 1 sempre que es verifica B es verifica A <
< A 1B tenen els mateixos esdeveniments elementals.

CONTRARIS O COMPLEMENTARIS.
Donat un esdeveniment A, definim el complementari de A com aquell esdeveniment que
es verifica, = no es verifica A .

El contrari de A, s'escriu en la forma E\A o A

A esta format per tots els successos elementals que no
son de A.

#|

Per exemple a l'experiment "tirar un dau"
A="treure 2 4"={2, 4}
A ="no treure ni 2 ni 4"={1,3,5,6} .

INCOMPATIBLES.
Dos esdeveniments A 1 B es diuen incompatibles < no es poden verificar
simultaniament « A [JE\B o B [l E\A < A 1B no tenen esdeveniments elementals
en comu.

Observeu que dos esdeveniments elementals sempre son incompatibles.

Exemple: E

a l'experiment "tirar un dau",

A="treure parell"={2,4,6} B="treure 3 0 5"={3,5} 1 B

son incompatibles, perd no contraris.
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OPERACIONS AMB ESDEVENIMENTS.

UNIO.
Donats A 1 B, dos esdeveniments, anomenem A uni6 B = A [J B a I'esdeveniment que es
verifica < es verifica A o es verifica B o els dos alhora. E
Exemple: - ~
A l'experiment "tirar un dau", siguin AUB
A="treure 1 0 2"= {1,2},

B="treure 203 04"=={2,3,4} U
AUOB="treure lo020304"={1,2,3,4}.

. vy

INTERSECCIO D'ESDEVENIMENTS.
Donats A 1 B, dos esdeveniments, anomenem A interseccié amb B i1 ho designem per
A n B, al'esdeveniment que es verifica < es verifiquen AiB .

E
A n B esta format pels esdeveniments elementals que soén - ~
simultaniament dins el conjunt A i dins el conjunt B.
Per exemple, a l'experiment "tirar un dau", siguin
A="treure 1 0 2"= {1,2}, I
B="treure 2 0 3 0 4"= {2,3,4}
U A n B="treure 2" ={2} .
. vy

Observeu que:
dos esdeveniments soén A i B incompatibles < tenen interseccio buida = A n B =[].

PROPIETATS DE LA UNIO I LA INTERSECCIO
J Associatives:

AOBUOOCO=AUOBUOC i1 AnBnC=(AnB)nC
. Commutatives:

AOB=BUOA i AnB=BnA
. Idempoténcia:

AOA=A i AnA=A
. Lleis de simplificacio:

AO(BnA)=A i An(BOA)=A
. Distributives:

AO(BnC)=(AUB)n(ALIC)
An(BOC)=(AnB)UO(ANC)
. Lleis de Morgan:
E\(A O B) =(E\A) n (E\B) E\(A n B)=(E\A) O (E\B)
. Relacio amb i E :
AOO=A1AUE=E An0O=01AnE=A
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Aixi doncs, els esdeveniments associats a un experiment aleatori, amb les operacions
unio6 1 interseccid, tenen estructura d'algebra de Boole.

FREQUENCIES - LLEI DE L'ATZAR.

Realitzem una experiéncia N vegades, anomenem
Freqiiéncia Absoluta de A, al nombre de vegades que s'ha verificat A = Fr abs (A) .

Freqiiéncia relativa de A o simplement freqiiéncia de A al valor :

fr(A) = no_ Frabs(A)
N N

Exemple:
Tirem 8 cops un dau 1 ens surten els segiients resultats: 5,1,3,2,3,1,412 .
SiA="treure203" [ Frabs(A)=4 1 fr(A)=4/8=0.5.

PROPIETATS DE LA FREQUENCIA.
. 0<fr(A)<1.
Demostracio:
Sempre 0 <n <N [ 0=0/N<n/N=fr(A)<N/N=1.

. fr(E)=1.

Demostracio:
Si E és I'esdeveniment segur [ E sempre es verifica [] Fr abs(E) =N
N
0 fr(E)= —=1
(E) N

. A i B incompatibles (A n B=0 ) O fr(A O B) =fr(A) + fr(B) .
Demostracio:
Siguin n, n' 1 n" les respectives freqiiencies absolutes de A, Bi AU B,iNel
nombre de cops que s'ha realitzat I'experiment.
Per ser A 1 B son incompatibles [J A i B no es verifiquen simultaniament [
Un"=n+n'.
Per tant :

fri(A0 B)

'

_ntn

L n,
N N N

% fr(A)+ fr(B)
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LLEI DE L'ATZAR - CONCEPTE DE PROBABILITAT.

Si s'augmenta el numero de vegades que es realitza un experiment, s'observa que,
la freqiiéncia relativa de A s'estabilitza a 1'entorn d'un cert nimero ; d'aquest
numero en diem la probabilitat de I'esdeveniment A.

Exemple:

A 50 alumnes d'un curs de COU, els preguntem si els agrada "SAU". La resposta és de
45SI i 5 NO.

Tenim que les freqiiéncies relatives son: fr(SI) =45/50=0.9 i f1(NO)=5/50=0.1.

Per tant si escollim un alumne de COU a l'atzar, "cal esperar amb probabilitat" 0.9 que li
agradi "SAU".

PROBABILITAT.

La llei de l'atzar ens garanteix que la freqiiéncia d'un esdeveniment s'estabilitzara en un
cert numero; d'aquest nimero en diem probabilitat.

Hi ha pero el problema, la freqiiéncia és "a posteriori" i sovint ens interessa saber que
passara abans de realitzar 1'experiment, per tal de poder fer-ne prediccions.

Cal buscar una altra definici6 de probabilitat, que sigui "a priori", de manera que
puguem predir el que "segurament passara abans de que passi".

Com la probabilitat és la freqiiencia, quan el nimero de proves €s molt alt, €s clar que la
probabilitat complira les tres propietats demostrades per la freqiiéncia. Aprofitem aquest
fet, per definir la probabilitat de manera axiomatica, basant-nos en les propietats que
hem vist de la freqiiéncia.

AXIOMES DE LA PROBABILITAT.
Considerem una experiéncia, E el seu espai mostral i [] (E) els esdeveniments associats.
Anomenem probabilitat a tota aplicaci6 P:U(E)l 0000 - R
AOOOO0O -PA)

de manera que:

[p-1] 0<sP(A)<1.

[p:2] P(E)=1.

[p.3] AiB incompatibles AnB=0) 0 P(AOB)=P(A)+P(B).

Del parell (LI (E),P) en diem un espai de probabilitat.
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TEOREMES DEDUITS DELS AXIOMES.
TEOREMA 1.
SiA;,A; 5., A, sOn esdeveniments dos a dos incompatibles (iZj L A; n A;=10)

O P(A,0A,0..0A,)=PA,)+P@A,)+..+PA,) .

Demostracio:
. Quan n=2 ¢és l'axioma [p.3] de la probabilitat.
. Si suposem cert el teorema fins a n-1, comprovem que també és cert per n.

Sigui B=A, O A, 0. 0OA ,
llavorsBn A=(A;nA) O(A,nA) 0.0, _TA),
pero pertotizn A;nA =0 0O Bn A =00.00=0
00 BiA, incompatibles.
Per I'axioma 3 de la probabilitat I P(B U A )=P(B) + P(A)).

Pero per hipotesi d'induccid
P(B) =P(A| )+P(A,)+.+P(A, ;)

1 per tant
P(A,0OA,0..0A,)=PA,)+PA,)+..+PA,) .

TEOREMA 1II.

La probabilitat del contrari d'A és 1 - probabilitat de A.
¢és a dir: P(ENA)=P(A)=1-P(A) .
Demostracio:

Per definicio de A ésevidentque An (A)=0 iAO(A)=E
amb el que pels axiomes [p.1]1[p.3]

1=PE)= P(A D(A ))=P(A) + P(A )

isolant P((A) O P(A)=1-PA).

TEOREMA lil.

L'esdeveniment impossible té probabilitat zero. P(L)=0.

Demostracio:

Per ser I'esdeveniment impossible ¢és el contrari de I'esdeveniment segur [
0 P(U)=PE\E)=PE)-P(E)=0.

TEOREMA V.

Si A i B s6n dos esdeveniments qualsevols [1 P(A O B)=P(A) + P(B)- P(A n B) .
Demostracio:
Observem que: AU B= (A\B) U (AnB) U (B\A)

@ - @

— [AB)U [ANB] U [BA)
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Com: (A\B)n (AnB)=0,(AnB)n (B\A)=0 i (AAB)n (B\A)=01,
pelteoremal 0 P(A O B)=P(A\B) + P(AnB)+P(B\A). (1)

Perd A = (A\B) O (AnB) O P(A)=P(A\B) + P(AnB) 0 P(A\B) = P(A) - P(ANB)
i  B=(B\A)O(ANB)O
O P(B)=P(B\A) +P(AnB) O P(B\A)=P(B)-P(AnB).

I substituint a (1), obtenim:
P(AOB)=P(A)-P(AnB) + P(B)- P(AnB) + P(AnB) =P(A) + P(B) - P(ANnB) .

TEOREMA V.

Si A 1B son dos esdeveniments A B O P(A)<P(B).
Demostracio:

L'esdeveniment B es pot expressar en la forma B =A [ (B\A)
i es compleix que A n (B\A)=101.

Per l'axioma [p.3] de la probabilitat J P(B) =P(A) + P(B\A)
perd per [p.1] P(B\A)=0 O P(B)=P(A).
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ESPAIS FINITS-EQUIPROBABLES. REGLA DE LAPLACE.

Un espai de probabilitat (L (E),p) es diu finit = el nombre d'esdeveniments
elementals que té és finit [] (E) és un conjunt finit.

Per exemple, "tirar un dau" és un espai de probabilitat finit, doncs E={1,2,3,4,5,6};
mentre que "escollir un numero real qualsevol" , no ho és ja que hi ha tant successos
elementals com niimeros reals.

Un espai de probabilitat finit és equiprobable < tots els esdeveniments elementals
tenen la mateixa probabilitat.

Per exemple, "tirar un dau normal" té associat un espai equiprobable, mentre que "tirar
un dau trucat perque surti 4" no és equiprobable, I'esdeveniment elemental "4" t¢ més
probabilitat que 1'esdeveniment elemental "5".

REGLA DE LAPLACE.
Sigui E = {a,,a,,...,a,} un espai finit i equiprobable, A un esdeveniment d'aquest espai

_ casos favorable

) _k
que conté k esdeveniments elementals 0~ P(A)= —= :
n casos possibles

Demostracio:
Si E={aa,,..a,}, tenimque E={a;} U {a,} ..U {a } 1perser els esdeveniments
elementals dos a dos incompatibles U
1=P(E)=P(a;)+P(a,) +..+ P(a,)
pero, a un espai equiprobable, tots els esdeveniments elementals tenen la mateixa

probabilitat [I 1=nP(a;) [ P(a,) = 1 (pertoti) .
n

Per altra banda, podem suposar que A ={a, ,a, ,..,a, } i com els esdeveniments
elementals son dos a dos incompatibles:

P(A)= Pla,)+ Pla, )+ .+ Pla, )= kP(a,)= =
n
Exemples:
. "Tirem un dau", quina és la probabilitat de que "sorti 5 0 6" ?

L'espai mostral és E={1,2,3,4,5,6} [ 6 casos possibles.
L'esdeveniment "sortir 5 0 6" ={5} U {6} [] 2 casos fav.
Pertant P("surt506")=2/6=1/3.

. Si "tirem una dau i una moneda", quina ¢€s la probabilitat de que "surti cara 1
multiple de 2" ?
E={(1,¢),(1,%),(2,¢),(2,%), ..., (6,¢),(6,7)}J hi ha 6-2 =12 casos possibles.
"Sortir cara 1 multiple de 2"={(2,c),(4,c),(6,c)} LI hi ha 3 casos favorables.
Per tant
P("sortir cara i multiple de 2")=3/12=1/4 .
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PROBABILITAT CONDICIONADA

Donats A 1 B dos esdeveniments associats a un experiment, definim la
Probabilitat de B condicionada a l'esdeveniment A, a la probabilitat de que es
verifiqui B si ja s'ha verificat A.

La probabilitat de B condicionada a A la representem per P(B/A).

Per exemple, si "tirem un dau" i sabem que ha "sortit parell" quina és la probabilitat de
que sigui 2 ?

Siguin A="sortir parell"={2,4,6} 1 B="sortir 2"={2}.

Com sabem que ha sortit parell, podem prendre com a espai mostral el conjunt A , i per
tant, P(B/A)=1/3.

TEOREMA VL
Sigui E un espai de probabilitats finit i equiprobable .
P(A n B)
A un esdeveniment tal que P(A)#0 O PB/A=00000
P(A)

Demostracio:

Si E esta format per n esdeveniments elementals i

r=numero esdeveniments elementals de A = "casos favor A" i
s=numero esdeveniments elementals de B = "casos favor B" i
t=nimero esdeveniments clementals de AnB = "casos favor AnB".
Per ser a un espai equiprobable,

P(A=t/n iP(B)=s/n i P(AnB)=t/n.

Si sabem que s'ha verificat A hi ha t casos a favor de B i queden r casos possibles, per
tant

t t/n P(ANnB)
PB/A)=00 =000 =00000
r /n P(A)

Exemple:
"Tirem un dau" i sabem que ha "sortit parell" quina és la probabilitat de que sigui 2 ?

Siguin A="sortir parell"={2,4,6} 1 B="sortir 2"={2} llavors A n B ={2} .
Per la regla de Laplace P(A)=3/6=1/2 i P(AnB)=1/6, amb el que
P(AnB) 1/6 1
PB/A)=0000 =00 =00
P(A) 1/2 3
TEOREMA VII.
Si E és un espai mostral 1 A un esdeveniment P(A)Z0 I'aplicacio
P(/A):O0ELDOODDO R
P(A n X)
Xgooo - ogoog
P(A)
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¢és una probabilitat i en diem probabilitat condicionada a A.

Demostracio:
Compleix [p.1]
0 P(ANnX) P(A)
0=000 <0000 <000 =10 0spX/A)<T1.
P(A) P(A) P(A)

Compleix [p.2]
Perser AUEO AnE=A
P(A n E) P(A)
PE/A)=00000=000=10 PEA)=1.
P(A) P(A)
Compleix [p.3]
Si B 1 C son incompatibles 1 Bn C=0 [J
(BNnA)n (CnA)=BnCnA=0nA=00 BnAiCnA incompatibles.
IcomBUOC)n A=(BnA)I(CnA), tenim que:
P(B O C)nA)=P(BnA)+P(CnA).
Per tant
P(BOC)nA) PBNA)+P(CnA)
P(BOCYyA)=000000O0O =00000000 =
P(A) P(A)
P(BnA) P(CnA)
=ggdo+0000 = PMB/A)+P(C/A) .
P(A) P(A)

Aixi doncs, compleix els tres axiomes de la probabilitat.

Nota
Sovint es defineix la probabilitat condicionada, a partir de la férmula:
P(AnB)
P(B/A)=0 00 O doncs acabem de veure que €s una probabilitat.
P(A)

COROL-LARI.
Si A i B son dos esdeveniments [1 P(A n B)=P(A) -P(B/A).

TEOREMA DE LA MULTIPLICACIO.
SiA, A, ,...,A, sonnesdeveniments A, [ (E) 1i=1,2,..,n

n

P(A, NA, N..NA,)=P(A, )P(A/A, )P(A(A; NA))P(A,/(A; NAy NA,))-.
PA (A, NA,N..NA_ ) .
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Demostracio:
La demostracié del teorema de la multiplicacid, la farem per induccié sobre n.
Quan n=2 és el corol lari anterior.

Suposem cert el teorema fins a n-1.
SiguiB=A, nA,n .nA_
Com el teorema ¢és cert per n=2, tenim que
P(A; nA,n.nA, | nA)=PBnA,)=PB)PA,/B)=

=PA; nA,n.nA | )PA, /(A nA,n.nA ) . (1)

Per la hipotesi d'induccio:
P(B) = P(A|)'P(A,/A|)'P(A3/(A;nA,)) ... P(A/(A|nA;N..NA, )

1 substituint a (1) , també es compleix pel valor n.

Exemple:
En una urna hi ha 6 boles blanques 1 3 boles negres. S'en treuen 5 sense reintegrar-les.
Quina ¢s la probabilitat de que les 5 boles siguin blanques?

Sigui A;="bola i blanca" llavors, "Treure 5 blanques" = A;nA,NA;Nn A ;NA5 .
Com P(A,)=6/9=2/3, P(A,/A,)=5/8, P(A;/(A; nA,))=4/7,
P(A/(A; NnA, nA3))=3/6=1/2 i P(As/(A;nA,NA3NA,))=2/5
pel teorema de la multiplicaci6
2 5 4 1 2 1

P("treure 5 blanques")=0 0 -00 -O00 -00 -00 =00 .
3 8 7 2 5 21

ESDEVENIMENTS INDEPENDENTS.
Donats A i B dos esdeveniments, diem que
A iB son independents < P(An B)=P(A)-P(B).

TEOREMA VIII.
A 1B dos esdeveniments
A iB son independents = P(A/B)=P(A) = P(B/A)=P(B)
Es a dir :
A 1B independents < la probabilitat d'un no queda modificada pel fet de verificar-se o
no l'altre.
Demostracio:

-  Si AiB sén independents [1 P(AnB)=P(A) - P(B)

P(AnB)  P(A)-P(B)
PA/B)=0000 =00000 =PA) .

P(B) P(B)
- P(AnB)
SiP(A/B)=P(A)0 OO OO =P(A)
P(B)

i per tant P(AnB) =P(A) - P(B) .
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Observacio: dos esdeveniments incompatibles amb probabilitat no nul-la, mai son
independents.

CONCEPTE DE PARTICIO.
Una partici6 de 1'espai mostral E, és una familia E
d'esdeveniments H, ,H, ,...,H, que compleixen les dues

condicions segiients: H, H, H;
. son dos a dos incompatibles H; n H; =0 (i# )

. la seva unio és l'esdeveniment segur H L. H
E=H,0H,0..0H, 4 "

TEOREMA DE LA PROBABILITAT TOTAL.
Si H, ,H,,...,H, és unaparticio de Ei A un esdeveniment qualsevol de E [

P(A) = P(A/H,)-P(H, ) + P(A/H,)-P(H,) + ... + P(A/H, )-P(H,,) .

E
H |H, [H (u, ||H,
( N 3] (L ADb
A A )—
e ) AR
Demostracio:

P(A) =P(AnE)=P(An(H, OH, O..0OH,))= P((AnH,) O (AnH,) 0..0 (AnH, )=
per ser les H, incompatibles, tenim que:
= P((AnH,) + P(AnH,) + ... + P(AnH,)) =

= P(A/H,)P(H,) + P(A/H,)-P(H,) + ... + P(A/H_)-P(H, ) .

TEOREMA DE BAYES.
Si Hy H,....,H, ¢sunaparticio de E, [H; n H;=0 (i#j)iE=H, UH, O..0H, ]
1 A un esdeveniment []
P(A/HpP(H))
PH/A)=0000000000O0O0O0O0OOOOOOOOOO0 i=1,2,.n.
P(A/H,)-P(H,) + P(A/H,)-P(H,) + ... + P(A/H,)-P(H,)

Demostracio:
Pertot i=1,2,..,n
P(A n H;)=P(A)-P(H/A) i P(A n H,)=P(H,) - P(A/H;)
per tant P(A) - P(H,/A) =P(H,) - P(A/H;)
isolant
P(H;) - P(A/H)
PH/A)=0000000
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P(A)
Substituint P(A) pel seu valor a partir del teorema de les probabilitats totals:

P(A/HpP(H))
PH/A)=00000000000000000000000
P(A/H,)-P(H,) + P(A/H,)-P(H,) + ... + P(A/H,)-P(H, )

Exemple:

Tres amics A, B i C resolen una col-leccié de problemes.

A en fael 50%, B el 30% 1 C el 20% . A equivoca el 3% dels problemes que ressol, B en
el4% iCenel 5% .

Escollim un problema a 1'atzar, i esta mal fet, quina és la probabilitat de que 1'hagi resolt
A?

De I'enunciat, observem els successos amb probabilitats
A =" problema fet per A" J P(A)=1/2
B =" problema fet per B" U P(B)=3/10
C =" problema fet per C" 1 P(C)=1/5
M =" problema mal fet "
A fa malament el 3% dels problemes [ P(M/A)=3/100
B fa malament el 4% dels problemes U P(M/B)=4/100
C fa malament el 5% dels problemes I P(M/C)= 5/100

i volem calcular P(A/M).

Per ser tot "problema" fet per A, B o C 1icap "problema" esta resolt per dos senyors,
tindrem que A, B 1 C formen una partici6 de l'espai mostral.

Pel teorema de Bayes

DA - P(A)P(M/A)
P(A)P(M/A) + P(B)-P(M/B) + P(C)-P(M/C)

Com P(M/A)=3/100 , P(M/B)=4/100=1/25 i P(M/C)=5/100=1/20
13
2100 _ 15

t3, 31, 11 377

2100 1025 520

P(A/M) =
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