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-Matematiques — 11 PsPc. B2.A1.167-18

I.- Trobeu els valors de a, b i ¢ sabent que la funcié f(x) = % té per

; -1 . 3.
asimptotes les rectes x = - 1 y=51que la seva tangent en el punt
d’abscissa -1 éslarecta 7x+y+9=0.

x=—% asimptota = |im f(X) =0 = lim ¢x+3=0 = c=6 .

x—-1/2 x—-1/2

3

_3 ax+b ~2_3 . a=362=9.
c 2

y 5 asimptota = [im =
x—0 CX + 3

3
2

a(cx+3)-c(ax+b) acx+3a-cax—cb 3a-cb  27-6b

Com f'(x) = = =
) (cx+3)° (cx+3)° (cx+3)*  (6x+3)°
Al ser la tangent en -1 larecta 7x +y+ 9 =0 =1 ’(-1) = pendent de la recta =
pren=21"%0 3 2y g 2 0= b5
(-3) 3 3
2.- Raoneu l'existéncia de solucions de l'equacié 6x° +x*=5—x .

En el cas que existeixin aproximeu-ne una amb un error menor a una décima.
En primer lloc, considerem la funcio f(x)= 6x° + x> +x-5.
Com ¢és un polinomi tenim que f és continua i els zeros de f, coincidiran amb les
solucions de 1’equacio.
Provem uns quan valors:
Com f(0)=-5<0 1 f(1)=3>0 tenim que pel teorema de Bolzano,
existeix un punt ze(0,1) 1 f(z)=0; en altres paraules, entre 0 1 1 hi ha una solucio de
I’equacio.

Com f(0.5)=-3.5 <0 1 f(1)>0 = pel teorema de Bolzano podem garantir que entre 0.5
1 1 hi ha una solucié.

Com f(0.7)b =-1.752<0 i f(1)>0 = soluci6 entre 0.7 i 1.
Com f(0.8)=-0.488<0 1 f(1)>0 = soluci6 entre 0.8 1 1
Com 1(0.9)=1.084>0 i f(0.8)<0 =
solucid entre 0.8 10.9 1 I’error d’aproximacid és menor a una décima.
3.- Podem garantir I’existéncia de solucions de I’equacié 1 + cos x = x a I’interval [-2,2] ?

En cas afirmatiu, doneu una solucié amb un error menor a una décima.

El teorema de Bolzano, afirma que:
Si f:[a,p] ————> R continua , f(a)if(b) tenen signes diferents, =
= existeix ce(a,b) de manera que f(c) = 0.
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Per raonar 1'existéncia de solucions de l'equacié x =1 + cos x , considerarem la funcid
f(x) =x-1-cos x ; on és clar que els seus zeros coincideixen amb la solucions de
l'equacid x =1+ cos x .

Com f és un polinomi més un cosinus, €s continua a tots els reals i1 en particular

f continua a l'interval [-2,2 ].

Com f(-2)=-2-1-cos (-2) <0 1 f(2) =2-1-cos2 >0

podem doncs aplicar el teorema de Bolzano i per tant garantir l'existéncia d'una soluci6 a
l'interval (-2,2)

Aproximeu aquesta solucié amb un error menor a una décima.
Com f(0)=0-1-1<0 1 f(2)>0 = solucio entre 012 , i error d'aproximaci6é <2-0=2

Com f(1)=1-1-cos 1 =-0.54 <01 f(2)> 0 = solucid entre 112, error <2-1=1.

Com f(1.5)=1.5-1-cos 1.5 =0.429 >0 1 f(1) <0 = soluci6 entre 11 1.51
error<l.5-1=0.5 .

Com f(1.3)=1.3-1-cos 1.3=0.03>0 1f(1)<O = solucio entre 11 1.3
ierror <1.3-1=0.3 .

Com f(1.2)=1.2-1-cos 1.2 =-0.16<0 = solucié entre 1.2 1 1.3
error<l.3-1.2=0.1

4.- Considerem la funcié f(x) = vx — 1 , trobeu I’equacio6 de la recta tangent a y= f(x) en
el punt d’abscissa 10.
Sabem que si X ¢és el punt de tangeéncia, la tangent en x¢ €s:
y-f(X0)=f " (x0)(X-X0) .

! 1 1 1 1
Com f'0) =775 = fAD =755

f(10) =v10—-1=+9 = 3.
Per tant la tangent buscada és: y — 3 =%(x—10) = 6y—18=x—-10 =
x—6y+8=0.

5.- Calculeu els valors del parametre a ,a # 0 , que fan que les tangents a la corba d’equacio
y = ax* + 2ax® —ax + 1512 en els punts d’inflexié sén perpendiculars.
Busquem els punts d’inflexid, que venen caracteritzats per y”' = 0.
y =ax*+2ax® —ax+ 1512 = y =4ax®+6ax’—a =
y'" = 12ax? + 12ax .

y'=0=12ax? +12ax =0 = 12ax(x+ 1) =0 ={* ="

x=-1
Com el pendent de la tangent en X és y’(Xo) =
els pendents de les tangents en els punts d’inflexi6 son y’(0)=-a 1 y’(-1)=a.

Si son perpendiculars = y’(0)'y’(-1)=-1 = (-a)-a=-1 =>-a’=-1 =
—a’=1 =>a=+1.
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6.-

Sabem que la corba y = ax® + bx? + c¢x ¢€s creixent 1 amb tangent horitzontal en x=1,
mentre que la seva tangent en x = -1 forma un angle de ©/4 amb I'eix de les abscisses.
Determineu a, b i c.

De la lectura de I’enunciat en podem deduir que:
Tangent en x = -1 fa un angle de 7/4 amb l'eix X = y’(-1) =tg (/4)=1 = 3a(-1)2 +2b(-
I)+c=1 =>3a-2b+c=1.
Tangent horitzontal en x=1 = y’(1)=0=3a+2b+c=0.

Creixenten x=11 y’(1)=0 = 1 és un punt d’inflexié =y ’(1)=0 = = 6a+2b=0.

Per tant a, b i ¢ son les solucions del sistema:

3a-2b+c=1
3a+2b+c=0 restant la segona equacio a la primera obtenim =
6a+2b=0
-4b =1 b =%
3a+2b+c=0 = <3a+2b+c=0
6a+2b=0 6a+2b=0

N
4
Substituint b obtenim 3a+2_Zl+c:0 .
6a+2_—1:0
4
bl bl
4 4
Isolant 3a+c=l = c=l-3-L=l .
2 2 12 4
1 1
a:— a:—
12 12

Per tant els valors demanat son a = %, b = _—1, c=

1
4 4
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. ‘ b-sin(2x) x <0
7.- Considerem la funcio f(x) =1 ,.,%, .
> x=0

X“+x+1

Trobeu els valors de a i b que fan que f sigui continua a tots els reals i que la seva tangent
en el punt d’abscissa 1 sigui paral-lela a larecta 2y =x .

Si f és continua a tots el reals = f continuaa x=0 = lim,_ o, f(x) = lim,_,_f(x) =

f(0)
. . . a-x—a
lim, o4 f(x) = llm,;:g f(x) = lim,_, peyvriniakc
. LIH
limy o f (x) = limxoo f (x) = lim,_o 250@0 _ 0 o iy, 20eos@0) _ 5
x<0 x 0 x—=0
f(0) =-—a
2:-b=-a.
Six=1= x>0 = f(x) = ——
x“+x+1 )
Latangenten x =1 paral-lela a 2y=x = f'(1) = 5 -
, _a(x?+x+1)—(2x+1)-(a-x—a) (x) _ a3-0) _a
Com f'(x) = Trxr 1) = ¥ = —= =3
1 a 3 -3
—=—= a=-= b=—.
2 3 2 4
8.- Donada la funcié y = > trobeu I'equacié de tangents que passen per (0,5).

1+x2

Si f(x) = ﬁ, la tangent en el punt d'abscissa x¢ és
y-f(x0)=f" (x0)- (x-X0)-

Trobem f' (Xo) .
-2x'5 -10-x,

,Com f'(X):m = f'(XO):m

5 -10-x,

Per tant, la tangent en x( és y - = (X—X4)-

. o 1+x;  (1+x()° ( 0)
5 -10-x
Si passa per (0,5) = 5- = 0 _.(0-x
5+5x,-5 10, 5x; 10-x;

amb el que on = X2° 5 on = X20 5
1+x, (1+xy) 1+x;, (1+x3)

Operant

S5xo-(1+x0)=10"X; = X, +Xg=2'X, = Xy —-X,=0 =
x,=0

= X.(xg-1)=0 = { x, =1 son el punts on la tangent, passa per (0,5).
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Trobem I'equacio de les tangents en aquests punts

Tangent en xy=0

Com £'(0) =190

(1+0%)?
la tangent €s : y-5=0-(x-0). = y=5

=0 i passa per (0,5),

Tangent en xo=1

-10-1 -10 -5
Com f'(1)= = =— 1passa per (0,5),
(1) 1)y 4 2 passa per (0,5)

latangentés y-5=-5/2(x-0) = y=-5/2'x+5

Tangent en xy=-1

Com f’(—l)zL(_lz)zzEzé i passa per (0,5),
1+(D7) 4 2

latangentés y-5=5/2(x-0) = y=5/2'x+5

9.- Trobeu ’equaci6 de les rectes tangents  f(x) = x3 — 2x? — 2x + 7,
que passen pel punt de coordenades (-4, -9) .

Sabem que si X ¢és el punt de tangeéncia, la tangent en x¢ €s:
y = f(xo) = f'(x0) - (x — x0)
Trobem f'(x) = 3x% — 4x — 2
Per tant la tangent en x, t¢ la forma:
y—(x3 —2x% —2xy+7) = (3x3 — 4xy — 2) - (x — x0)
Si passa per (-4,-9) = —9 — (x§ — 2x% — 2xo + 7) = (3x3 — 4xq — 2) - (—4 — x)
Operant x5 + 5x% —8x, — 12 =10

Per la regla de Ruffini
1 5 -8 -12
-6 -6 6 12
|1 -1 2|0
X6 —xg—2=0 :>x0:w:{_21

Les tangents buscades son les tangents en -1, 2 1 -6.

Tangent en -1

f'(-1)=5= y+9=5(x+4) > y=5x+11
Tangenten 2

f'f2)=2 = y+9=2(x+4) > y=2x—-1

Tangenten -6

f'(—6) =130 = y+9=130(x+4) = y =130x — 511
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10.-

11-

Donada la funcio y =x” —4x + 5 , trobeu I’equaci6 de les tangents a aquesta funcio que
passen pel punt de coordenades (2,5).

Si x¢ €s el punt de tangencia, la tangent en X €s y-f(xo)=f"(Xo)(x-Xo)

Sif(x)=x"—4x+5 = £(x)=3x>— 4
amb el que la tangent en X, és: y- X0+ 4%0 - 5=(3x¢" - 4)(X - Xo)

Si passa per (2,5) = 5 - xo° + 4X9— 5 = (3x¢° - 4)(2 - X¢) =

1 operant - X03 +4xy= 6)(02 -8 - 3)(03 + 4% :>2X03 *6X02 +8=0=
xo3 73x02 +4=0

Resolent I’equacio per la regla de Ruffini

1 -3 0 4
2 2 -2 -4

1 -1 -2 0
2 2 2

1 1 0

Els punts de tangencia, pels quals la tangent passa per (2,5), son el 2 i el —1.

Tangent en xy=2 :
Com f°(2)=3-4-4 =8, latangentés y-5 =8 (x-2) =>y=28x —11

Tangent en xop=-1:
£(-1)=3(-1)>4=1 = la tangent és y-5=-1(x-2) = y=-x+7.

-X

€

Considerem la familia de funcions Y = ac” +b que depenen de aib. Trobeu per

quins valors de aiblesrectes x =2 1 y=15 li son asimptotes

Per aquest valors de aib, estudieu el seu creixement 1 extrems.

o , . e _ . . 2 _ 3
x—2as1rnp:>hmx%2m+b =t =limy, ;3 —ae*=0=3-a" =0=a= =
y =5 asimptota =

si és asimptota per I’esquerra:
C +b=5,comli *_4b=2
— = m lim — =—
] 3—ae* » €0 X2T® 3_aex 3-0
no hi ha asimptota per 1’esquera.
si és per la dreta

lirnx—»—oo +b=o

limyoe——+b=>5 icom limy,o——+b=0+b=b
3—aeX 3—ae*
= b=5.
. . e*
Amb el que la funci6 és: y = s aorz T 5

Estudiem el seu creixement.



Matematiques —I1 Propostes recuperacio 1a avaluacio - 7/24

Es clar que el seu camp de continuitat és R\ {3-3¢*? =0} = R\ {e** = 1}=
—R\ {x-2 = 0}=R\ {2} .

Trobem la seva derivada:

, _ —e*(3-3e*72)—(-3e*"2)e ™  —3e¥43e¥ 27X43eX 27X
Y= (3-3ex-2)2 n (3-3e%72)2
és a dir: y' = —Set6e
4 (3-3e¥72)2 °

Els punts critics y’=0 = -3¢+ 6e2=0 =e™* = 3—;:—x = ln:—2 =
x=In2-lne’=2+Mm2= x=2-In2 ~1.3038

Els intervals de creixement seran:

(-c,2-1In2 )50 =y’ (0)<0 =1

(2-1n2,2)515 =y’(1.5>0=>"T

(2,0)3510= y(10)>0="T

2-In2 -2 -2
Com y(2—1n2)=3e e e b

—3e2-In2— T 3.3/ 7 3 3e2

. 4\, N
tenimque (2 —1In2, 302 /€S maxim.
e

12.- Considerem la funci6 f(x)=x> + 3x* -5 , estudieu-ne els seus maxims i minims i els
intervals de creixement.
Observant els extrem 1 el creixement d'aquesta funcid, que en podem afirmar de les
solucions de l'equacié x> +3x*-5=0.
Es un polinomi i per tant continua.
Com f'(x) = 3x% + 6x ,
P / x=0
els punts critics son ~ f'(x) =0 = {x — -
Creixement:
(—=0,-2)3-10 = f'(—10) >0 = fcreixent
(-2,003-1 = f'(-1) <0 = fdecreixent
(0,0)31 = f'(1) >0 = fcreixent

Com f(0)=-5 11(-2) =-1, a partir d’aquest creixement, és evident que (-2,-1)és un
maxim 1 que (0,-1) és un minim.

A partir d’aquest creixement €s evident que per x<0 les imatges sempre son negatives i
per tant f és estrictament negativa = ’equacié x° + 3x” - 5 =0 no té solucions
negatives.
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13.-

14.-

Considerem la funci6 f(x) = 2x3 + 4x? + 3 .

a) Raoneu que com a minim té un zero real.

b) Estudiant-ne el creixement i extrems, raoneu que t€ un Unic zero.
c¢) Aproximeu-lo amb un error menor a una décima .

a) f(x) = 2x3+4x*+3 ésunpolinomii per tant continua.
Com f(0)=3>0 1 f(-10)=-2000+400+3<0 per Bolzano entre -10 i 0 hi ha
un punt z de manera que f(z)=0.

b) f'(x) = 6x% + 8x = 2x(3x + 4)

0
Punts critics = 2x(3x+4) =0 3{—_4

3
Creixement:

-10e(-©, -4/3) = f'(—10) > 0 = creixent

-1€(-4/3,0) = f'(—1) <0 = decreixent

1€(0,0) = f'(0) >0 = creixent

També¢ veiem -4/3 és un maxim 1ique 0 és minim.

Com f(0)=3>0 1 f creix a (0,0) = a I’interval (0,0) no hi zeros de f
Entre -4/3 10 decreix = entre -4/3 1 0, fno té zeros.

Sabem que entre -0 1-4/3 ft¢ un zero i com sempre creix sols en pot
tenir un.

c) Utilitzant el T de Bolzano, siz ¢és el zero tenim que
f(0)>0 1 f(-5)<0 = ze(-5,0)
f(-2)>0 = ze(-5, -2)
f(-3)<0 = ze(-3, -2)
f(-2.5)=-3.25 = ze(-2.5,-2)
f(-2.3)=-0.174 = ze(-2.5,-2.3)
f(-2.2)=1.064>0 = ze(-2.3 ,-2.2)
1 I’aproximaci6 €s menor a una décima.

: - ., ae’ x<0

Estudieu la continuitat de la funcidé f(x) = ) .
b+asin x x>0

Quina relacid tenen a1 b quan la funcid és continua a tots els reals?
Per quins valors de a i b la funcid y = f(x) ¢és derivable en el punt 0 i la tangent en el punt
d'abscissa 0 €s paral-lela alarecta 6x -y =2.
Com fderivable en 0 = fconten 0
i pel que hem vist a la part de modalitat tenim que a=Db.

Ens qiiestionem ara sobre l'existéncia del |
x—0 X -

Com ¢és el I'imit en el punt 0, on la funci6 canvia de forma, caldra veure l'existéncia dels
els limits laterals i mirar si coincideixen.

im f(X) B f(;(O) =f '(0)

f(x)-f(0) = fix)-a  f(x)-a _ ae'-a et -1 0
———=1lim—=1lim =lim =alim =a—
x—0— X - 0 x—0— X x—0 X x—0 X x—0 X 0

x<0

Per resoldre la indeterminada, apliquem la regla de 1'Hopital, i tenim que:
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15.-

f(x) - f(0 e -1 e’
(0-f0) e -1_ et
x=0-  X-0 x>0 X x>0 1

f(x) - f(0) f(x)-a f(x)-a b+a-sinx -a
———=1lim ———=1lim =llm————=
x—>0+ X - O x—>0+ X x—0 X x—0 X

Com f és continuaen 0 = a=b , i per tant

f(x) - f(0) b+asinx -b sin x 0

———=lim———=2a1lim =a—
x>0+ X - X—0 X x=0 X 0
Aplicant la regla de I'Hopital,

f(x) - f(0) sin X cos X
lim ————=alim——=alim =a'l=a
x=0+ X-0 x>0 X x>0 1

Per tant els limits laterals existeixen i coincideixen = existeix f' (0))=a=b.

Per altra banda, si la tangent en 0 és paral-lela a larecta 6x -y=2 =
=f"'(0)=pendent de 6x-y =2 = f'(0) =6.

Pertant, a=b=6.

ax/;—b x>1

Trobeu els valors de a i b, sabent que la funcié f(x) = ,
b(B3x+2)"+x x<lI

atots els reals i que f’(-1)=-11

és continua

Per aquests valors de a i b, estudieu la derivabilitat de f, i trobeu la seva derivada.

Si f és continua a tots el reals = f continua quan x=1 =

lim f(x) = lim f(x) = £ (1)

x—1+ x—1-
Com
lim /() = lim f () =1im / (x) = lim alx -b=a-b

x>1

lim /() =1lim f(x) =lim  (x) =lim  b3x + 2)* +x=25b+1

x—1-

f(l)=a-b

x<1

lim f(x)=1im f(x)=f(1) = a-b=25b+ 1 = a=26b + 1. (1)

x—1+ x—l1-

Si x<1 = f(x) = b(3x+2)> + x
= f(x) =2'b-(3x+2)-3 + 1
amb el que f(-1)=-6b+1

Com I’enunciat deia que f’(-1)=-11, tenim que:
-11=-6b+1=b=2,

1 substituinta (1) tenim que a=153.

A la solucio del C1, hem vist que a=153 1 b =2, amb el que la funci6 és:

f(x):{ 53Jx -2 x>1

2B3x+2)° +x x<I
Si x<1



Matematiques —I1 Propostes recuperacio 1a avaluacio - 10/24

f(x) =2(3-x+2)* + X, que és un polinomi i per tant derivable i f’(x)=2-2-(3-x+2)-3
+1=36-x+25
Si x>1

f(x)= 53Jx -2 que ¢és clarament derivable i f'(x) = 53 .

2x

Si x=1
f'(l) =Ilim f(x) - f(l)
x—1 X — 1
Com la funci6 té un comportament diferent abans del 11 despres de 1,

aquest limit existeix si existeixen el limits laterals i coincideixen.

i =W o 53x-2-51_ . s3x-s3_ . six-1)
x f—

x—1+ X — l x—l1 X — l x—1 x—l1 X — l

ssx-1) . s3lx-1) 5353

=[im = =[im .

o x—1 Qﬂ(\/}—%/}ﬂ) = (x+1) 2

_ 2 _ 2 _
lim f(x) f(1)=lim2(3x+2) +x 51=ll'm18x +24x+8+x 51=O

x—>1- x—1 x—1 x—1 x-1 x—1 0
aplicant la regla de I’Hopital lin}w =61
Con el dos limits son diferents, la funcid no és derivable en 1.
2Jx
(%)= :
18x+13 x<l1
16.- Enuncieu el teorema dels increments finits. Apliqueu-lo, si es pot, a la funcid

y=31nx’ i linterval [1,e"].
El teorema dels increments finits, afirma que :
Si fiJa,p] ——> R continua a [a, b] i derivable a (a,b) =
Jee(ab) | £1(0)= 0@

Com la funcié és f(x)=3 Inx’ és continua i derivable a tot l'interval (0,:0) i[l,e*]c
(0,00) li podem aplicar el teorema dels increments finits.

fle*)-1f(1
i per tant existeix ce(1,e*) f'(c)= #1() :
e pa—
_ _ 4y_ 43 _ : 9
Com f(1)=3:In1=0, f(e)=3'In(e)y =941 f'x)=—,
X
. . 9 49-0
el punt ¢, predit pel teorema, compleix que —=—; "
c e -

et
4
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x2

17.- Trobeu, si es pot, el punt predit pel teorema dels increments finits a la funcio
a I’interval [2,4].

Y = 3xa

El teorema dels invrements finits afirma que

f:[a,b] ——— R fcontinua a [a,b] i derivable a (a,b) =

f(b) - f(a)

= existeix ce(a,b) de manera que f '(C) =

Com f ¢és un quocient de polinomi, sera continua 1 derivable en el seu domini, que
clarament esta format per tots els reals excepte el 4/3.

Com4/3¢[2,4] = yésconta[2,4] 1 dera(2,4).

4)-y(2
= existeix ce(2,4) y'(c)= M
4-2

com y(2)=4/2=2 1 y(4)=16/8=2 1i

_2x(3x-4)-3x>  6x7-8x-3x>  3x’-8x

'

(3x—4)’ Gx-4)?  (3x-4)
, 3¢”-8¢  2-2
Tenim que existeix ce (2,4) ¥ (c)= (30_4)2 = > V=
3¢2—8c=0 que té per solucions 0 ¢ (2,4) 1 8/3e€(2,4).
Per tant el punt predit pel teorema ¢s el 8/3 .
18.-  Raoneu que es pot aplicar el teorema dels increments finits a la funcié
y = x2e1™** aTinterval [—1,1] i doneu el punt predit pel teorema.

El teorema dels increments finits diu que:

f:la,p] —— R f continua a [a,b] i derivable a (a,b) =
f(b)—f(a)

, b-a
Apliquem-loa y = x2e'™" al’interval [—1,1].

= existeix ce(a,b) de manera que f'(c) =

Com si f(x) = x2e>™*" &s un polinomi per I’exponencial d’un polinomi,

¢és producte de continues i derivables a tot els reals; i per tant continua a [—1,1] i
derivable a (-1, 1) = se li pot aplicar el teorema.

F)=1-e"=11i f(-1)=(-1)2-e°=1

F(x) = 2xe™ 4 x2(—2x)el™" = 2xel ™ (1 — x2) =
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= Jee(-1,1)  2cel~(1—c?) =% =

= ElCE(—l,l) Zcel_cz(l - CZ) = g =0 =
= =0 € (11
c=0 — { c ( )
1 c

s ‘s 1-c2rq _ 2y —
Resolent I’equacio 2ce” ¢ (1—c¢*) =0 = { 2= 41 g(-1,1)°

¢t =
I per tant el punt predir pel teorema és el 0.

19.- Estudieu si és aplicable el teorema de Cauchy a les funcions y=2x i y=In x a l'interval

[1,e], en cas afirmatiu, calculeu el punt predit pel teorema.

El teorema de Cauchy diu que si

f:[a,bp] —— R i g:[a,bp] —— R
figcontinues a [a,b] i derivables a (a,b) =

frie) _ f(b)=f(a)
g1(©)  g-g(a) °

= dce(a,b) de manera que

Siprenem f(x)=2-x 1 g(x)=Inx ésclarque f i g son continues i derivable a (0,)
i per tant continues a [1,e] i derivable a (1, e), amb el que podem aplicar el teorema

de Cauchy.
fr(e) _ fle)=f)
g'(c)  gle)—g(1)

ipertant 3 ce(l,e) de manera que
Com f(e)=2-e, f(1)=2, (x)=2;
gerle=1. gl)=In1=0. g'(x) =

=3 ce(l,e) de manera que % = 216__02 =>c=e—1.
20.- Estudieu les asimptotes de la funcio y = ;ex * g .
e —

Si y=f(x) és una funcio real de variable real i r €s una recta, direm que r €s una

asimptota de y=f(x) si la distancia entre un punt (xXo,f(xo)) 1 r tendeix a 0, quan xy 0

f(x¢) tendeixen a 4oo.
Distingim tres tipus d’asimptota:

Verticals
x=a asimptota < lim,_,, f(x) = oo
Horitzontals
y=a asimptota <> lim,_, f(x) = a
Obligiies
y=mx+n asimptota < Im = lim,_, 4 %x) In = limy 16 f(x) —mx
, _3e*+6
Asimptotes de y = o

Verticals

Les discontinuitats es donen quan 2e* —3 =0=
3 3
2e* =3 :>e"=§ :>x=ln§
lim

3, ;
x_ﬂn%f(x) =0 = x= lnE ¢s asimptota

Horitzontals
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li 3ex+6_00_1. 3ex_1. 3 _3 _ 3 ,
1My 0 m =5 = 1M, E = 1M, E = E = y= E asimptota
: 3e¥+6 6 ,
lim,_,_o e —2 = y = —2 asimptota.
Obliques
no en té.
21.- Sigui /: R———> R la funcié f(x) = €" (ax + b), on a i b sén nombres reals.

a) Calculeu els valors de a i b per tal que tingui un extrem relatiu en el punt (3,¢°).
b) Per aquests valors de a i b, digueu quin tipus d’extrem té la funci6 en el punt esmentat.

(3.¢) extrem relatiu = f'(3) = 0

Derivant f'(x) = e* (ax + b) + (a)e* =e*(ax + b+ a)

f'3)=¢e3%@3 + b+a)=e3(4a + b)=0

Come*#0 =4a +b=0 = b=—4a

Passa per (3,¢’) = f(x) = €3 (a3 + b)=e®*=3a + b =1.

Ipertant 3a—4a=1=>a=-1 = b=4.

Per veure quin tipus d’extrem ¢és fem la segona derivada de f
f"(x)=e*(ax + b+ a) + ae* =e*(ax + b+ 2a)
f"B)=¢e3@3 + b+2a)=e3(-5+4)<0

= es tracta d’un maxim.

22.-  Estudieu la concavitat de la funcio y= x> ¢**.
y=x"-¢”* és continua a tot R al ser el producte d’un polinomi per I’exponencial d’un
polinomi.

Trobem la primera derivada
y’=3x"e™+2ex’ = e™(3x2x°).
La segona derivada és
y’=2 e (3xM2x°)H6x+6x7)e™ = e (4x°+12x7+6X) .
0y 3+ 2+ _ X = 0 X = 0
y'=0= 4xHlaxox =0 3{4x2+12x+6:03{2x2+6x+3:oj

x -
x=0 v = —-3+V3
. —6+V36—24 — - 2

4 _ -3-V3
b =—;
-3-43 -3+43 0
2
yss + _ + +
y U N ) U
la x = _3_;/§ 2= finha punts d’inflexid.
., (2x+6)?
23.- Donada la funci6 f(x) =

(2x+4)2
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trobeu-ne el seu domini i continuitat, estudieu-ne les asimptotes el creixement 1 extrems
, construiu-ne un esquema del seu grafic.

Es clar que
(2x + 6) 2’(x+3) (x+3)
f(x) = = =
Qx+4)Y 2x+2)Y  (x+2)
e Domini i continuitat:
Es un quocient de polinomis i per tant un quocient de continues; amb el que el
domini de f'1 el camp de continuitat sera :
Dom (f)= CC(f) = R\{(x+2)*= 0} =R\{-2} .

e Trobem les asimptotes:
¢ Verticals:
Com sols es poden donar en punts de discontinuitat sols ens veure el valor

(x+3) , .
lim ———— = = x = - 2 asimptota vertical.

c
w2 (x+2)°

¢ Horitzontals:
Co(x+ 3)2 o
)
aplicant la regla de I’Hopital
(x+3)* 2(x+3) 2_l
a2y MG Sy T T
la recta y=1 és asimptota horitzontal.

e Creixement i extrems:
Trobem la primera derivada de f

2(x +3)(x +2)* —2(x +2)(x + 3)°

S = (x+2)°
23 +2)—2(x +3)
S= (x+2)°

o 2EEDED 2t d)
SO== s W

£ (x)=0 = x+3=0 = x=-3
Estudiem el signe de la 1* derivada

(-00,-3)3-10 = f°(-10)<0 = f decreix
(-3,-2)3-2.5 =17(-2.5)>0 = f creix
(-2,00)30 =1°(0)<0 = f decreix

Del creixement en poden deduir que el —3 és un minim;
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com f(-3)=0 = el punt (-3,0) €s minim

Finalment el seu grafic és aproximadament:

X —2¢e”*

24.-  Donada la funci6 y= , estudieu-ne el creixement i els extrems, trobeu-ne les

I+¢*
asimptotes i feu un esquema del seu grafic.

Es clar que el domini i el camp de continuitat sén tots el reals.
Trobem la seva derivada:

. (I=2e")y(+e*)—e*(x—2e") 1+e* —2e" —2e™ —xe* +2e*

(1+¢e*)? (1+¢e*)?
, l—e" —xe"
(1+e*)?
Trobem els punts critics y=0= l-¢"-xe"=0 = 1-¢" (I+x)=0. =

1
I=e"(1+x) = —=1+x.
e
Equacié que és obvi que té la solucié 0 i

six>0= e >1 = LX<1 i 1+x>1
e

six<0=>e* <1 = LX>1 1 1+x<l
e

Per tant y'=0 < x=0.

Estudiem el creixement
l—e' +e’

('OO,O) >-1= y': (1+e.1)2 = (1+e—1)2

>0 = ycreix a(-0,0).



Matematiques — I1 Propostes recuperacio 1a avaluacio - 16/24

l1-e' —e'  1-2e
(1+eh)?  (1+e')?
A més tenim que (0,y(0))=(0,-1) és maxim.

0,0)>51 = y'= <0 = ydecreix a (0,0) .

Asimptotes
Verticals no en té, ja que és continua a tots els reals.

Horitzontals
) . x—2e" -
limy= lim =
X—>00 X—>00 1 + e Q0
aplicant la regla de 1"Hopital
x—2e*  1-2¢" -0 = -2¢%
lim —=lim———=—=1im =lim-2=-2
xoo |+ c X—0 c o0 x>0 € X—0
= y=-2 asimptota.
. o x—=2" -
lim y= lim = =0
X—>—00 X—>0 l + e 1
Obliques
2e”
y 1= 1-0
m= |im == lim )i = =1
x—>—0 X X—>—0 l + e 1
) o x—2e"
n= lim [Y—m‘X]Z lim ——X|=
X—>—0 X—>—0 1 + e
x—2e" —x—xe* = —2e" —xe"
= lim " = lim —=0
X—>—% 1+e X——0 l+e
Per tant la recta y=x és asimptota obliqua.
El seu grafic és:
¥
1] %
-2 1] 2 4
x-2e”
&
l+e
/;_
y=2
W=
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25.-  Determineu la diagonal minima de tots els rectangles de 8 m de perimetre.

Pel teorema de Pitagores d? = a? + b? =

d = va? + b? que és la funci6é que volem minima. d
Com el perimetre és 2a+2b=8 = b=4—a

b
Amb el que

d=+VaZz+b2=,a%+ (4—a)2=va2+16—8a+a%=+2a>—8a+ 16
d =+v2a%2 —-8a+ 16 funcid a fer minima.

4a-8 _ 2a—4
2 V2a?—sa+1  V2a?-8a+16
Busquem els punts critics d'=0 = 2a—4=0 = a=2.

Coma (0,2) d’<0 1 a (2,4) d’>0 = a=2¢és minim.

Derivant d’' =

Per tant la diagonal minimaés d =+v2-22—-8-2+16 =v/8=2V2 m.

26.- Un triangle rectangle t¢ una hipotenusa de 10m. Si el fem girar entorn d'un dels seus
catets, obtenim un con. Calculeu entre quins valors varia el volum d'aquest con.

. 1 . .
Com el volum d’'un con és V = 37T r?-h , aquesta és la funcié de la

que en volem trobar el valor maxim i minim.

Pel teafemd8e Pitagoras 100=r*+h> = *=100—h" .
Amb el funcid a fer maxima i minima és:
~h?)-h=xm-(100-h-h3)

3

Derivant V' =7 - (100 -3 hz)
3

Trobem els punts critics V’=0 = 100-3h*=0 = h? = 1% = h=+% ﬂ

Es clar que el valor negatiu no s’ajusta al nostre enunciat per tant el punt crltlc és:
10\/_
h =
3

Com V" =21rn. (— 6h) = V" (10\/_) < 0 estracta d’un maxim
3

Per tant el volum maxim és

=" (100 10V5 (ﬂf) Z(100- ﬂ—l""‘)ﬁ):f-%\@:z—” 3m3

3 3 3 9

Pel que fa al volum minim com no és un punt critic, ha de ser un dels extrems del domini
de la funcid, i és obvi que correspondra al valor h=0.

. .2
Per tant el volum d’aquest con varia entre 0 1 £ V3m3 .
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27.- Per tal de que pasturin les vaques, volem encercar un terreny en forma rectangular.
Aprofitant la presencia d'un riu , situarem un dels costats del terreny en el riu i no caldra
tancar-lo. Si el preu de la tanca és de 12 €/m 1 disposen de 450 €, trobeu les dimensions
que hem de donar al terreny per tal de la superficie encerclada sigui la maxima possible.

Si anomenem a als dos costats de la tanca que donen  |_ b

al riu, 1 b al costat paral-lel al riu, 1 les mesures son en )

metres, tenim que: b mr——
e

La superficie encerclada és S=a-b (1) que és la funci6 a fer maxima

iel costde latancaés de 12-(2-a+b)=450€.

Com 12-(2-a+b)=450 = b=37.5-2-a.
Substituint a (1) , tenim que:
S=ab=a(37.5-2a)=37.5a-22a> .
Derivant

S'=375-4a.

Busquem els punts critics
375-4a=0 = a=9.375.
Mirem si és max o minim

S"=-4<0 = és 2a=9.375 m és maxim
Comb=375-2a=18.75

Per tant les mides que cal donar a la tanca son de 18.75 m el costat paral-lel al riu i de
9.375 m els costats perpendiculars al riu.

28.- La paret de les golfes d'una casa té forma d'un triangle isosceles amb una base
de 6 m i una altura de 4 m. . Sobre aquesta paret, es vol construir una llibreria de
forma rectangular. Quines mides haura de tenir la llibreria per tal que la seva
superficie sigui maxima?
Segons 1’enunciat

1 cal fer maxim S=a-2b. (1)
Al triangle POQ, observem que

Fl

ﬂ R
4 4T 4,
A
5 : =b=3-3-a/4

Substituint a (1)
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S=a2'b=a2-(3-3a/4)=3-2-a—3a%2 que és la funci6 a optimitzar.

Derivant S’=3-2 —3-a.

Buscant el punts critics S’=0 = 3-2 —3-a.=0 => a=2.
Mirem si és maxim, per aixo S”’=-3< 0 = a=2 és maxim.
Com per a=2 = b =3/2

Les mides de la llibreria d’area maxima son 2 m d’alturai2-3/2 =3 m de base.

29- Busqueu les rectes de la familia y = 2ax + a* que estan a distancia minima del
punt (0,-1).
Com la distancia d’un punt (Xo,yo) alarectar: Ax + By + C =0 és:
__ |Axg+B-yo+C|

d((Xo,¥o), 1) = JAZ152
la funcio a fer maxima és
|2a-0 +a2—(-1)| _ [a%+1] _ a?+1

d d((O,l), 2ax + a” —y 0) JCa2+(-1)2  Vaa?+1  Vaa?+1l '’
—— 8a

2av4a?+l - 5 4az+1-(a2+1) _ 2a-(4a+1) -4a-(a®+1)

422+1 - V4aZ+1-(4a%+1) N

Derivant d' =

d' = 4a3 - 2a
"~ VaaZ+1-(4a2+1)
Trobem els punts critics:
0

a=+=

, 4a% - 2a

= VaaZ+1(4at+1)
Mirem que son:
(1222 - 2)-\/@-(4a2+1)—(m-(4a2+1))’-(4a3 - 2a)
B (m-(4a2+1))2
+-0

Com d”(g)—T>0:>a=g és minim

=0 =24a3 —2a=0 :>a={

~ S

dll

d"(0) :_T_O< 0=>a=0 ésmaxim
+-0

d”(—g) :T> 0=>a= —g és minim

Les rectes buscades son :
y=\/§-x+% 1y=-— 2-x+%

30.- Es disposa de 50 unitats d'un producte, cada una de les quals té un preu de sortida de 100
€ unitat. Per cada 5 € que s'augmenta el preu, es perd un client, deteriorant-se una unitat
del producte.

Quin és el preu per unitat que més ingressos proporciona?

Anomenem x al nombre d’unitats que es deixen de vendre per causa de 1’augment, tenim
que:

Unitats venudes = 50 — x

Preu venda = (100 — 5-x ) €.

Ingressos = Unitats venudes per Preu venda = (50-x)-(100+5-x) que ¢és la funcié que
volem maxima.

Derivant I’ =-1-(100+5x) + 5(50-x) = -10x + 150 .

Busquem els punts critics: I’=0 = 10x =150 = x=15.



Matematiques — 11 Propostes recuperacio 1a avaluacio -20/24

Com I’ =-10 <0 = x=15 és maxim 1 el preu que li correspon és
100+ 15:5=175€.

31.- Un triangle isosceles té dos costats iguals de 15 cms cadascun i el costat
desigual amida 18 cms. Dins aquest triangle, inscrivim un rectangle on un
costat del rectangle reposa sobre el costat desigual del triangle. Entre 5
quins valors variara 1'area del rectangle?

\ Projectant el vertex sobre el costat desigual, obtenim el triangle s
rectangle que amb el teorema de Pitagores veiem que I’altura

. L del triangle és h = V152 — 92 = 12.

9

Es clar que es formen dos triangles es posicio de Thales i que per tant
a 12 a 4 36—4x

=
9-x 9 9-x 3 3
I ’area del rectangle que és A=2-x-a, que ¢s la funci6 a fer maxima.

o 2(36x — 4x?)

Substituint a, obtenim: A =2xa=2X
Derivant A’ = = (36 — 8x)

Buscant els punts critics: 36-8x=0 = x = % =

correspon al rectangle d’area maxima

N oMo

Mirem si és maxim, com A" = % <0=>x=

A N 9\ _ 2 9 92 )
= Areamaximaés A (E) =3 (36 5 4 (E) ) = 54 cms
Per altra banda,

x sols variaentre 019 1 quan x=0 el rectangle tindria area 0,
Amb el que ’area del rectangle esta entre 01 54 cms” .

32.-  D'entre tots els cilindres inscrits en una esfera de radi 1 m, trobeu el de major volum.

El volum del cilindre és ¥ = m*h que és la funci6 a optimitzar.
Es clar que se’ns forma un triangle rectangle de
catets r 1 h/2 1 hipotenusa 1 m .

Pel teorema de Pitagores ¢ |
1=r2+(h/2) = r*=1-(h/2).

Amb el que el volum ¢és

3
— V= 72'(1 - (h/2)2)h = 7{}1 - %] que és la funcio a optimitzar.
2
Derivant V'= 7{1 - %]
3n’ 4

Si ara trobem els punts critics V' =0 = I_T =0= h’l= 3 =

2.3

h= \/E 2 ——m (prescindim del valor negatiu, doncs no té sentit en el
33 3

plantejament que hem fet) .
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33.-

Comprovem que /= %m es tracta d’un maxim =
V= 7[(— %) <0 és maxim.

2
Trobem finalment el radi del cilindre 7> =1-— [—/ 2j =]l-—= % =

\F J6
r=,==—m
3 3

Calculeu les dimensions d'un con inscrit en una esfera de radi 1 mm, si sabem que
té volum maxim.

El volum del con és V = %mﬂh que ¢s la funci6 a

optimitzar.

Dividim h en dues part, una d’elles el radi de I’esfera i 1’altra el

queendiemx, h=1+x = V=%m2(1+x)

Se’ns forma un triangle rectangle
1 pel teorema de Pitagores

l=r+x* = r’=1-x’

Substituint al volum ¥ = %7[(1 —x)(1+x) = %(1 +x—x - x3) que és la funci6 a
optimitzar.
Derivant V'= %(1 -2x — 3x2)

Busquem els punts critics V’=0 =

x—Zi /4+_12_2i4_ -1 (niztélsentit)
-6 -6 73

Comprovem que x=1/3 €s un maxim. V"= %(— 2-6x) =

yr(1/3) = %(— 2-61/3)<0 = és maxim.
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2

Com r*=1-x" , el radi que comporta volum maxim és > =1-1/9=8/9=

r=§\/5mm i Paltura és h=1+x= 1+ 1/3 =4/3 mm .

34.- En una semiesfera de radi R inscrivim un con situant el vértex al
centre de la semiesfera. S——
Trobeu les dimensions d’aquest con perque el seu volum sigui AWA
maxim. ”
V= § - -r? - h funcid a fer maxima. ’

Pel T de Pitagores A
R?=7r?2+h?= r?2 =R? - h?

amb el que V=§'7T'(R2—hz)'h=§'7'['(R2'h—h3)
Derivem 1 busquem els punts critics:

V=l (R2—3.h?) > R*-3-R2=0 = h=+%=+2.p
3 V3 3
Mirem si és max o min
V'"=-2-m-h
744 (? . R) <0 = ésmaxim,
r2=R?—ZR*=2pR2 = rz\ﬁ-R
3 3 3
Les dimensions del con per tenir volum maxim sén: r = g ‘R ih= % ‘R
35.- Les quatre arestes laterals d'una piramide recta de base quadrada tenen longitud 1. Digueu
quin és el maxim volum que pot tenir la piramide.
Si anomenem h a I’altura de la piramide i c al costat de la base el seu
volumés V = § -¢?-h 1iésel que volem maxim. L
Busquem la relaci6 entre c i h.
Pel teorema de Pitagores la diagonal de la base és © d’=
c?+c? = d=+2-c i six ésmitjadiagonal X=
c 2
2
c
Si ara considerem aquest altra triangle, també rectangle, pel teorema
de Pitagoras 12 = h? + x?2 .
I combinant els dos resultats 1 = h? + %cz = c2=2-(1-h? . 1

Substituint al volum
Vzg-cz-hz%-(1—h2)-h=g(h—hg’)funcaferméx. x
V'=2.(1-3h?)
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Busquem els punts critics V' = % (1-3r*) =0 = h?= g = h = +f
Com V" = % (=6h) = V" (%) <0 = h= % dona lloc al volum maxim, que
, 2(1 1\3 2. 2 V3 _
& Vwan=3(5-(H) ) =55 5 =53 m
36.- Un magatzem té forma de prisma recte de base quadrada i volum 768 m>. Se sap que la

pérdua de calor a través de les parets laterals val 100 unitats per m?, mentre que a través
del sostre €s de 300 unitats per m2. La pérdua pel sol €s molt petita i es pot considerar
nul-la. Calculeu les dimensions del magatzem per a que la pérdua de calor total sigui
minima.

Com la superficie del sostre és C?, les pérdues de calor
pel sostre s6n 300-C? , mentre que les pérdues laterals son

100-4-CH.
Per tant les perdues de calor son P
P(C,H) = 300C? + 400CH . - b

Al serel volum C2H=768 m®> = H —@.

Amb el que les pérdues en funci6 del costat de la base son

P(C) = 300C? + 400 C =2 =300C? + === funcié a fer minima.
Derivant: P'(C) = 600 C - 3072200
C
Busquem els punts critics 600 C — 307500 —0 = 600C = 3072200
¢ c

C®*=518 = C=8 .
Comprovem que és minim .

P"(C) = 600 + 2‘30673200 = P"(8) > 0 per tant és minim.
Les dimensions que tenen menys perdues de calarson € =8m 1 H = % =12m
37.- Volem unir el punt M en un cant6 d'un carrer de 3 m __u

d'amplada amb el punt N situat a I'altre canté de carrer, 19 m
més avall, mitjancant dos cables rectes, un des de M fins a un
punt P de l'altre cantd del carrer i un altre des de P fins a N
seguint en el mateix cant6 de carrer segons l'esquema.

El cost de la instal-laci6 del cable MP és de 12 € per metre i del cable PN de 6€/m.
Quin punt P haurem d'escollir de manera que la connexi6 de M amb N sigui el més
economica possible? Quin sera aquest cost minim?

Si x és la distancia entre el punt O al P, la

distanciade M aPés MP = V32 + x? s
iladePaNés PN =9 —x |
Amb el que el cost de la instal-laci6 és : 3m
C(x) =12-V9+x?+6-(9—x) queésla ‘ P
funcid a fer minima >
C'(x) =12- —6=—2—6 = N
X) = 2V9+x2 "~ Vo+x2
9m |

Busquem els punts crltlcs:

12x _ _ 2 2 _
W_6:> 2X =V9+ x4 = 4x° =9+

x2 = 3x2=9 = x=+3
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La solucio6 negativa no s’ajusta a I’enunciat .

Com (0.v3)31=c¢'(1)<0 i (V3,9)24=c'(4)>0

= /3 és minim.

Per tant el cost minim és C(\/g) =12-/9+3+6- (9 — \/§)~85.17 € .

38.- Trobeu una primitivade y = % + Bl +3x— Inx que passi pel punt de coordenades (1,-¢).
X x X

Trobem totes les primitives d’aquesta funcio.
Inx Inx

F(x)=f(%+§+3x—7)dx=f%dx+f§dx+f3xdx—f7dx=

1 Inx
=2fx‘2dx+5f;dx+3fxdx— dez

Inx

=2x" 1+ 5Inx+>-x2 - [2ax
2 x

nx e = (=% = ¢ de = 242 = L n2
Com fxdx—(dt im)—ft dt = ~t? =-ln’x

Amb el que F(x) = 2x‘1+51nx+§-x2 —%ln2x+C

Si passa per (1,-e) = F(1) = —e =>2+0+§—0+C=—e=> C=—e—§

Amb el que la primitiva demanada és:
F(x) =2x"1+ 51nx+;x2 —;lnzx—e—g

3x+3
x24+2x

39.- Trobeu una primitiva de f(x) =
Les primitives de f(x) son:

B [ 3x+43 _ t=x24+2x _3pat _3 _
Fx)=[f@)dx = [ z—-dx = (dt=(2x+2)dx) =y/T=3nt=

que passi per (1, 2).

3
=§ln|x2 +2x| + ¢
Sipassaper (12)= F()=2=3m[1° + 2- 1|+ c=2=Cc=2-1m3

La primitiva buscada és:  F(x) = ;ln|x2 + le +2-— ;ln 3.



