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SISTEMES LINEALS.

CONCEPTE S BASICS.
Entenem per equacio lineal a una expressid en la forma  ajx; +axp+...+tax,=b.

De les x; , X2 ,.., X, en diem incognites, les a; , a ,... , a, son els coeficients de les
incognites i el nimero b és el terme independent de 1'equacio.

Una solucié de l'equacié, és un conjunt de valors de les incognites, s, s , ... ,Sp que
substituits a I'equacid, la transformen en una identitat certa.

Un sistema de m equacions lineals amb n incognites ¢és un conjunt de m equacions
lineals amb les mateixes n incognites, que s'han de verificar simultaniament, és a dir:

[ anx; tapxs +..+ anX, =b;

| auxi +anxs +..+ auxa=b;

y s (1)

| amix1 + amoXa + .. + ameXn = b

Una soluci6 del sistema, és un conjunt de valors de les incognites, s, Sz , ... , Sp , que
substituits a totes les equacions, les transformen en identitats certes.

Per con¢ixer el sistema, n'hi ha prou en saber els coeficients i els termes independents; amb
el que a tot sistema lineal (1) , 1i podem associar la matriu A dels coeficients i el vector
columna dels termes independents:

(an ap ... apm) (b))
| a1 422 ... A | | b, |
A= | i | E: | : |
K adml Am2 amn) Kbm)

(an ap ... am | by )
| ay ay ... am | by |
"= Ay = s |
kaml dm2 .... dmn | bm)
Observeu que, si expressem les incognites X; , X , ..., X, com a un vector columna,

podem expressar-ho el sistema en la forma
(Xl\
(an an . am) | x| (b))
I dz; a2 ... QaAp II . I = Ibz I (2)
\ami am oo ama/ | .| \ by/
\ X, /

I
on

ésadir: AX
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Un sistema també el podem entendre com les columnes de la matriu A, que multiplicades
per les incognites x, donen la columna de termes independents, €s a dir:

(311\ (312\ (aln\ (bl\

| ay | | ay | | s | | b, |
| . |X1+| . |X2+...+| : |Xn:| . |

\am/)  \am/ \am/) b/

I si cada columna de A, 1'entenem com un vector, tindrem que el sistema és equivalent a
a,X, +a,X, +..+a,x, =b 1 trobar una soluci6 del sistema sera expressar el vector b

com combinacio lineals dels vectors a,,a,,...a, .

SISTEMES COMPATIBLES I SISTEMES INCOMPATIBLES.

Hem definit una solucié d'un sistema lineal, com un conjunt de valors de les incognites,
que substituides a totes les equacions, les transformen en identitats certes.
Llavors, diem que un sistema lineal és

compatible < admet alguna solucio.

incompatible < no admet solucio.

Exemple:
e El sistema: [ x+y=1 és compatible, doncs
l x- y=1
doncs si substituim xperl i yperO tenim que 1+0=1 11-0=1 =
x=1 1 y=0 és solucio del sistema.

e Elsistema: [ x+y=1 és incompatible , doncs
Lx+y=2
per qualsevol valor real que donem a x i a 'y, si la seva suma no pot ser alhora 11 2.

PROPIETAT.
Un sistema lineal és un sistema compatible < rang A =rang A'.

Ja que:
El sistema és compatible <> existeixen sy, sz , ... ,S, solucid del sistema <
< existeixen s, Sz , ... ,Spde maneraque a;s, +a,s, +..+a,s, =b &

—

<> el vector b és combinacio lineals dels vectors a,,a,,..a, <

< rang(a,.a,,..a, ) =rang(a,,a,,..a, ,b)

Exemple:
[2x + 3y =13
Mirarem la compatibilitat del sistema {x -y =-1
Lx+y=5
(2 3) (2 3 13 )
estudiem el rang de les matrius A= |1 -1]iAa=1]1-1 -1 |
L1 1) 1 15 )
|2 3]
Com |1 -1/=2-3=520 = rangA=2
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|2 3 13]
idetA'le -1 -1}Z-10-3+13+13+2-15=0:>rangA'¢3:>rangA'£2
1 1 5

¢sadir 2=rang A <rang A'<2 = rang A =rang A' =2 = sistema compatible.

Exemple :
[X+y=l
Estudiem la compatibilitat del sistema {x- 2y =1
[2x+y=3
Les seves matrius associades son
(1 1) (1 1]1)
A=l1 2] A= |1 2]1]
\2 1) \2 11]3)
La matriu A té d|ues columnes| = rang A<2
1 1 1
icom detA'= I 1 2 1 i =6+2+3+4-3-320=rang A'=3
2 3 3

amb el que rang A #rang A' = el sistema és incompatible.



h.itkur sistemes lineals 4/13

EL METODE DE GAUSS DE RESOLUCIO DE SISTEMES.

SISTEMES EQUIVALENTS I TRANSFORMACIONS ELEMENTALS.

Dos sistemes lineals es diu que son
sistemes equivalents < tenen les mateixes incognites i les mateixes solucions .

Per transformacions elementals, entendrem a aquelles modificacions que podem realitzar
al sistema, o a la seva matriu ampliada, obtenint com a resultat un sistema equivalent a
l'inicial.

D'entre els canvis que podem fer a que a un sistema sense que se li modifiquin les
solucions - Transformacions elementals - , ens interessarem per les segiients

Suprimir una equacio que estigui formada exclusivament per zeros.
Canviar l'ordre de les equacions.

Substituir una incognita pel seu valor.

Multiplicar o dividir una equaciéo un nombre real diferent de zero.
Sumar a una equacié del sistema un altra multiplicada per un nombre.

o 00 o e

I plicant successives vegades les transformacions d i e, podem reformular aquesta tltima, i
enunciar-la com:

Sumar a una equacié del sistema una combinacio lineal de les altres equacions
del sistema.

Utilitzaran la terminologia matricial, 1 referint nos a la matriu ampliada del sistema, les
transformacions elementals les podem expressar com:

e Si suprimim una fila de la matriu ampliada que estigui formada exclusivament per
zeros, el resultat és la matriu d'un sistema equivalent.

e Sipermutem entre si dues files, el resultat és un sistema equivalent.

e Si multipliquem tota una fila per un nombre diferent de zero, el resultat €s un sistema
equivalent.

e Siauna fila de la matriu ampliada, 1i sumem una combinaci6 lineal de les altres files, el
resultat és la matriu ampliada d'un sistema equivalent al primer

Observeu que, donat un sistema lineal, les transformacions elementals, ens permetem
utilitzar el meétode de Gauss 1 trobar un sistema equivalent, amb una matriu triangular;
llavors fent la substitucid de cada incognita pel seu valor, podem resoldre el sistema.
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Exemple 1 :
[2x +3y =13
Resoldre, pel metode de Gauss, el sistema {X - y =-1
[ x+ y=5

La seva matriu ampliada és E; (2 3 ] 13)
E, |1 -11]-1]
Es 1 1] 5)

Deixem igual la fila tres ( F3 = E3 ), sumem a la fila dos la fila tres (F; = E, + E3 )
restem a la fila 1 nou cops la fila tres ( F; = E; - 3E; ), la matriu ampliada es transforma
en:

F, = E, -3 E; (-1 0] -2)
F,=E, +E; |2 ol 4 |
F;= E; L1t 11 5)

Deixant intactes les files 312 ( G3=F; 1 G, =F, ) isumant a la fila 1 1/2 de la segona ( G,
= F] + 1/2 Fz )

G, = E, +12F; (0 01lo0)
G,= F, 2 o4 |
G; = F; L1 115 )
Que ¢s la matriu ampliada del sistema
[2x=4
Lx+y=5

De la primera equaciéo x=4/2 =>x=2 .
Substituint a la segona equaci6 2+ y=351 isolantdona y=5-2 = y=3.

Per tant, és un sistema compatible i la seva solucio és x=21y=3 .

Exemple 2 :
fx+y=1
Resoldrem el sistema § x -2y =1 .
L2x+y=3
La seva matriu és:
E, (1 11 1)
E, |1 2] 1]
Es \2 31]3)
Si fem F]:E],FZZEZ EliF3=E3-E1,0btenim
Fi=E, (1 1]1)
F,=E,-E, lo 3]0 |

F;=E;-E, lo 111
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I,siara, Gi=F,,G,=F, 1 G3=F;+ 1/3 F,, tindrem que:

G =F, (1 1 ]1)
G,=F, o 3]0 |
Gi=F;+13F, \o o l1)
(X+y=1
Que correspon al sistema {1 -3y =0
Lox+0y=1

sistema que Obviament és incompatible.

SISTEMES DETERMINATS I SISTEMES INDETERMINATS.

Considerem un sistema lineal com el (1), si el sistema és compatible (admet solucid) es
diu que és un:

sistema determinat <> admet solucio Gnica en x1,X3,..,Xp .

sistema indeterminat < admet més d'una solucio en xy,..,X; .

Exemple 1:
Resolent el sistema [ x+y=1 pel métode de Gauss, tenim que és equivalent a

| x - y=1
(X+y=l
l2x =2
isolant la x, tenim que x=1 i substituint a la primera equacid6 1+y=1, amb la qual cosa
y=0.

I és clar que no té cap més solucio, per tant és un sistema compatible determinat.

Exemple 2:
Resolem el sistema [ x +y =1
[2x +2y =2
si a la segona equacio li restem dos cops la primera, tenim que el sistema és equivalent a:

x+y=1.
Siisolemlax,tenimque: x=1-y.

Per tant, si donem a la y qualsevol valor real, sempre trobem una X, de manera que
substituits al sistema el transformen en una igualtat certa. = el sistema és compatible
indeterminat.
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REGLA DE CRAMER (n equacions amb n incognites).

Si tenim un sistema lineal de n equacions amb n incognites en la forma:

( anx; tapxs + ..+t agX, =b;
| ayix; + ayxy + .. + X, = by

L aniX) + anX2 + ..+ apX, = by
Diem que ¢és un sistema de Cramer < det A = 0.
Tot sistema de Cramer és compatible determinat i el valor de la incognita i-éssima és
el determinant que resulta de substituir la columna i-éssima de la matriu A, per la

columna de termes independents, partit pel valor del determinant de A.
Es a dir: 1

det (@1, .. ,b, .. ,an)

Xj = =
det A det A
Ja que:
Expressem el sistema en la forma matricial: A X = b 2)

Si el sistema és de Cramer = det A # 0 = la matriu A és invertible.

Sigui Al la inversa de A, multiplicant per l'esquerra l'expressio (2) , tenim que:
A'(A%)= A"b

per la propietat associativa del producte matricial:
(A'A)X = A'b

perser A-'iA inverses: IXx=A"b
i com I és I'element neutre del producte de matrius:
Xx=A"b.

Tenim que: el vector dels termes independents €s la imatge d'un vector per una aplicacio6
lineal per tant és unic = el sistema és compatible determinat.

Per determinar cada un dels valors de les x;, trobarem en primer lloc la matriu A-L.
((An Au . Aw )
1 | A An .. Ap |
Al= | il |
detA A, Ax .. Am J

on els Ajj son els adjunts de At.
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([ An Ay Au ) (b )
1 | A Axn Ap || by |
X=A"b= | ] | =
detA A, Ay Am ) Ub, )
1 [ Apbi+Ag byt +An by, )
X = | A12b1+A22b2+..+An2bn | =

det A | RSN |
k Alnbl+A2nb2+- -+Annbn )

1 expressant-ho component a component, obtenim:

| by ap...a;m |
| by ax...am |

A11b1+A21b2+--+Anlbn ‘ bn an2 ... dmn |
X1 = =
det A det A
| ay anp ..by |
} ay axn .. b I
Alnbl+A2nb2+--+Annbn ‘ dnl aAn2 ... bn |
Xn — =
det A det A

Exemple 1:
Estudiem [ x+ y=1

| x-y=1
(1 1) (1 1] 1)
La seves matrius associades son A= L1 -1) A= 1 -1‘ 1 )
11|
Com det A = ‘1 -1 ‘=-1 -1 =-2# 0 = és un sistema de Cramer.

Es compatible determinat i
11| 11
1 -1 o1

-2 -2
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Exemple 2 :

Estudiem [ x+y+z=1
] X-ytz=2
| x+y-2z=3

1
1 | =4 # 0 = és un sistema de Cramer =
1

|1
Com detAz}l -1
1

= és compatible determinat.

11
2 -1
31

X = =—, y= = =_
4 4 2 4 4 2

SISTEMES AMB m _EQUACIONS, n INCOGNITES I RANG r.

Considerem el sistema lineal
( anx; + apXet+ ..t amx,=b
| ayix; + apxs+ ..+ axmx, = by
$ e, (1)

aAm1X1 + aAm2X2 +.+ AmnXn = bm

de m equacions i n incognites i en el qual rang A =r.

Si rang A =rang A' = r el sistema ¢és compatible, i per resoldre'l podem seguir el métode
seguent:
Per ser rang A =rang A'=r = hi ha un menor d'ordre r no nul a la matriu A.
Sense perdre generalitat i per no complicar la terminologia, podem suposar que el menor
d'ordre r no nul és el

‘ a11 a12 .. dir |

‘ A1 a2 .. Aor

| s |20,

‘ A1 A2 .. A |

De les files que formen part d'aquest menor, en diem equacions principals, ja que les
altres files (equacions) seran combinaci6 lineal d'aquestes.
Es clar que el sistema de les equacions principals és equivalent al sistema inicial.
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Aixi doncs el sistema (1) és equivalent a:
(allxl + apXy +..+ apnX, = by
| axixi + apXy + ..+ amxa=bs
3 oo (2)

lanx; + apxs +..+ amXy=b;

A les incognites que acompanyen els coeficients que donen lloc a aquest menor no nul, les
anomenem incognites principals; mentre que, les n-r incognites restants, les prenem
com a parametres 1 les suposem conegudes.

Llavors, prenent x; , X2, .., Xy, com a incognites ia Xy, ..., X,y COm a niameros reals
coneguts, el sistema queda en la forma:

[anX; + aiXs +.4 1% = b1 - A1e1Xert - .. - A1nXn
| ay1x) + 20X +..F X, = by - Aape1Xee1 - . - A2nXn
] oo (3)
L anX) tapXe +.. +apXe = by - &rriXeig - o - @mXn

La seva matriu ampliada és:

(an an . | by - amiXe - . - 41Xy )
I a1 az .. Ay I by - a1 Xpt1 - .. - AonXn | |
karl a .. Ay br = A1 Xkl = . - amxn)

El determinant de la matriu de coeficients, és el menor d'ordre r no nul del qual hem partit;
per tant, si considerem X;i1,..,.X, com a parametres, el sistema format per les equacions
principals 1 les incognites principals, €s un sistema de r equacions, r incognites i det matriu
de coeficient # 0 = cada x; i=1,..,r es pot calcular en la forma:

| a1 a;p .. brapXei-. -amXn .. air

|
Q1 ap .. brayiXet-.-QmXn .. a2r|
|

‘ a1 A2 .. br‘arr+1Xr+l‘--‘aran -« Am
X;= = combinacié lineal de 1, X;+1,..,Xn

Observeu que Xi,..,.x; queden determinades quan es coneixen Xii,..,Xn , les quals poden
prendre qualsevol valor real. Per tant el sistema ¢és compatible indeterminat i queden n-r
incognites lliures; per aquesta rad es diu que el sistema té n-r graus de llibertat.
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Exemple: [2x +2z=5
|x+y+z=1
Resolem el sistema: {x-y+z=4
L2y=-3
(2 2 | 5 )
la seva matriu ampliada és A'= | 1 |
1 a1 1| 4|
Lo ol -3 )

e Estudiem en primer lloc la seva compatibilitat.
rang A ‘ 1 1 |
-1 1]=2%20 =2<rangA.
si orlem aquest menor

20 2] 11 1]
l111]=0i |1-11|=0 = rangA=2.
[ 1-1 1 020
rang A' |2 0 2 5|
1 11 1]=0 (té dues columnes iguals) = rang A' < 3.
1 -1 1 4]
0 2 0 -3|
per la mateixa rad de tenir dues columnes iguals, sols cal estudiar els menors:
2 0 5| 20 5|
1 1 1]=0 |1 1 1]=0=rangA'#3.
1 -1 4 | o 23]

Per tant: 2 =rang A <rang A' # 3 = rang A =rang A' =2 = sistema compatible.

e Ressonem-lo
El menor d'ordre 2 que és # 0 és el 1 1]
-1 1] =2=

les equacions principals sén la 2 i la 3 , 1 les incognites principals son 'y 1 z; la
incognita x la considerem com un valor conegut.

El sistema a resoldre és el [y+z=1-x
l-y+z=4-x

Si el resolem per la regla de Cramer tindrem que:

[1-x 1 |1 1x|

l4x 1| 1-x4+x -3 |-1 4x |  4x+lx 5-2x 5
y= = = , Z= = = =—-X

|1 1] 2 2 |1 1] 2 2 2 2

-1 1] -1 1]

1 xeR ( pot prendre qualsevol valor real).
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DISCUSSIO DE SISTEMES - TEOREMA DE ROUCHE.

Com a conseqiiéncia de les propietats anteriors, podem enunciar el segiient teorema:

Donat un sistema lineal de m equacions amb n incognites es compleix que:
és compatible determinat < rang A =rang A' = numero d'incognites < r =n

és compatible indeterminat < rang A =rang A' < nimero d'incognites < r <n
i en aquest cas:
hi ha r incognites que es poden posar com una
combinacié lineal de les altres n-r incognites, que
poden prendre qualsevol valor real. Per aixo
es diu que el sistema té m-r graus de llibertat.

Exemple:
Discutirem la compatibilitat del segiient sistema, en funci6 del valor del parametre a.
[ox + Jy=2
{ 3x+ 2y =a
| 2x + oy =3
(@ 3 |2)
La seva matriu associada és: 132 | ol
2 a |3)

Estudiem els rangs.
rang A: A sols té dues columnes = rang A <2
o 3 | la 3 | 3 2]
3 2 |=2a9 |2 o =026 [2 ol=30-4

Es clar que cap valor de o anul‘la els tres menors alhora = rang A = 2.
rang A' : com a molt té ran% 3.

| o 3
132 a |
2 o 3 \
Sols és zero per o =
Distingim dos casos:
e Sia=-5: 2=rang A<rangA'# 3 = rang A =rang A'=2 =nim incog. =
= sistema compatible determinat.

= 6a+60+60-8-03-27 = —(ochS)(oc2 Sa+7)

e Si a#-5: 2=rang A #3 =rang A' = sistema incompatible.
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SISTEMES HOMOGENIS.

Un sistema lineal es diu homogeni < tots els seus termes independents son tots 0.
[anx; + apxs +..+ apX, =0
| AX] T anxy +..+ ax,=0

3

lamixi + amXs + ..+ amuXa =0

Observeu que en un sistema homogeni, el rang de la matriu de coeficients, sempre
coincideix amb el de la matriu ampliada. Es clar, també, que un sistema homogeni, sempre
té la soluci6 trivial x; =0 ,.., x, = 0.

Per aquesta rad, s'acostuma a utilitzar la seglient nomenclatura:

Homogeni incompatible < sols admet la solucié x,=0, .., x,=0
< rang A = numero d'incognites.

Homogeni compatible < té solucions diferents de la trivial
< rang A < numero incognites.

Homogeni compatible determinat <> el sistema té una unica incognita lliure
< rang A = nim incog - 1.

Exemple:

Estudiem el sistema homogeni segiient en funci6 del parametre o.
[4x +5y-32=0
{12x+y +az=0

L2x+2y-z=0
(4 5 3)
La seva matriu associada és | 2 1 ol
2 2 1)
|4 5| 4 5 3|
Com |2 1]|=-620=2<rangA i detA= }2 1 oc}=2oc.
2 2 -1

Distingim dos casos:

e Si a# 0= det A #0 = rang A = 3 = sistema homogeni incompatible = I'inica
soluci6 és lax=0,y=0,z=0.

e Si a=0 =>det A= 0 = rang A#3 = rang A < 2 = rang A=2=num incog - 1
= sistema homogeni compatible determinat.
Per resoldre'l, considerem el sistema format per les equacions principals 1 les incognites
principals:

f4x+5y=3z

2x+y=0
132 5| |4 32|
o 1| 3z z 12 o 67

X = = = y= = =z
6 6 2 6 6

Esadir,lasolucioés x=-z2, y=z izeR.



