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APLICACIONS LINEALS.

Sitenim E 1 F, R espais vectorials, diem que:
(1] i,y eE = (i +v) = f(i)+ (V)
f:E———> F és aplicacié lineal =

V——— (V) 2] AeR i VeE= fAV)=A1()
Exemples:
e f: R—— R ¢s una aplicacio lineal de R en R.

X—> 5x

doncs:
[I1]: f(x+ x)=5(x +x'")=5x+5x"= f(x)+f(x")
[12]: f(Ax)=5(Ax)=A5x=Af(Xx).

e f: R®—— 5 R’ ésunaaplicacié lineal de R*enR®.

(Xv}l)—) (X > 7Y X+y )

doncs:
(1] £ ((xy)t(x Ly ) = f((x+x Lyty ) = (x+x ,-(yty ), (xtx ) H(yty ")) =
=(x+x ,-y-y LAY HEX Ty D))=, -y, xHy)HX -y WXty DEE(xGy) HE(xCLYY).

[12]: f(M(xy)) =f(Ax , Ay) = (AX, - Ay ,AX T Ay) = (AX, Ay, A (X +Yy)) =
=\ (X 7Y, X + Y) =X f(X>Y)

PROPIETATS.
Si f: E——— F és aplic. lin. entre E 1 F, es compleixen les seglients:

. f(6) =0. La imatge del 0deE per 1'aplic lin és el 0 de F.
jaque: f(0)=f(0+0) = f(0) + f(0) = f(0)=0 .

o f(-v)=-(¥).
jaque: f(-v)+f(¥)=f(-V + ¥)=£0)=0 = f(-v) = -f(¥) .

o {v eE/f(\7)=()} és un subespai vectorial que se'n diu Ker (f) o Nucli(f).
ja que:
(s1) f(0)=0= O0ecKerf=kerf .
(s2) u,vekert=1fu +v)=fu)+1(v)

= 0=0=ii +veKerf.
(s3)LeR 1 veKerf=f(Av)=Af(v)=A0

0
=0 = Av eKerf

+
0
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o f(E)={f(v)/v €E} és un subespai vectorial de F que en diem Im f.

doncs:

s1) f(0)=0=0eImf=Imf »J.

(s2)u,v elmf=u=f(u')i v=f(v')ambu', v'eE;

com u +v=fu)+f(v)=fu'+v')= u+tv elmf

(s3)u elImfi LeR Au =f(hu")=A(u') amb u'e E.

Aixi doncs Im f compleix les tres condicions per ésser subespai vectorial.

Si anomenem rang d'una aplicacié lineal f, a la dimensi6é del subespai Im f, tenim
que: rang f < dim F.

e Imf és generat per f(e),f(e2),..,f(¢n) on €1, €2..., €, 50N base de E .
ja que:
Siv e Imf=existeix w € Etalque f(w)=v.
Come;,e;,..,e, ésunabasede E= w =pje;+wer+..+uen
i per tant :
v=f(w)=f(eé;+mer,+. +ummey)=fwer)+f(uer)+. +f(uen)=
= fler) + mpfler) +.+pnflen).
Aixi doncs tot vector de Im f és combinacid lineal de f(e ), f(e2), .., f(en) .

Observeu que com a conseqiiencia d'aquesta ultima propietat tenim :
dim(Imf) < n=dimE,ésadir: rangf < dimE.

MATRIU D'UNA APLICACIO LINEAL.

CONCEPTE DE MATRIU.
Donats E espai vectorial dim E=m i ¢,..., e, base de E, F espai vectorial dim F=n i
uy, un,...,upbasedeF 1 fE——— F unaaplicacié lineal

v —f(v)

f queda determinada per les imatges de ¢, ¢5,..., € ,ja que:
si weE comej,er,..,em sonbasede E, w =€+ per+ ..+ umém =
= f(ﬂ/) = f(u1é1 + MZEZ +.t Hmém) = L f(é]) + sz(éz) R Mlnf(ém). (1)

Com f(ei)eF, iles ujson base de F = f(e;) s'expressa com combinaci6 lineal de u; =
f(é’l):xnﬁl + AUt ..t Agrn
fler) =Nt +Aptis+ ..+ Antiqg

f(ém) = 7\.1mﬁ 1 + }Lzmﬁz + ..+ }\,nmljl.n
Si substituint a (1) , obtenim:

fiw)=wAnu 1+ Ao+, A+ Antig) + o(Ripti 1+ Ao+ . Apptig) + ..+
+ Hn(}\rlmﬁ1+ }\r2mﬁ2+ T Knmﬁn)-
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I operant :
flw) =(irii+ Ao+ oo+ pmhim) 1 + (iAo + Ao+ oo+ tmhom ) o+ .0+
+ (Hl}\rnl + MZ}\Jn2+ .t Hmknm) Zjin . (2)

Amb el que l'aplicacio f, queda determinada quan es coneixen aquestes ( A; ), que son les
components de les imatgesde €, €2,..., ém,enlabasedeles i, uo,..., Un.

Del conjunt de les A;; , ordenades en la forma:

(M1 Az eee Adm )

en diem matriu de n files per m columnes de I'aplicacio f, en les respectives bases de E
iF.

Terminologia de les matrius:

Fila i-éssima: ( Aii A2 ... Aim) .

(A2 )
| A |
Columna j - éssima: I

|
\ Ao/

Element ij ésl'element que ocupa lafilaiilacolumnaj, ésadirésel Aj.
Ordre: ¢s el nimero de files 1 columnes que té la matriu.
Observeu que per construir la matriu, sols ens cal posar en forma de columna les

components del vector f(e;), és a dir:

(?\-ll }\112 C }\flm

fle)) f(ez) ... f(em)
Una primera utilitat de les matrius, esta en el calcul de la imatge d'un vector.

Ja que si f és 'aplicacio lineal de la propietat anterior, tindrem que, per (2) la imatge d'un
vector w = (Ui ,12,.., km) €S
f(w) = (idin+ podn+ o+ oA im) 1 + (A2 + ok + o+ wmdom) s + ..+

+ (HI}\’HI + H27\-n2 +..+ Hmknm) ﬁn .
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Aquesta expressio, que té una certa dificultat de ser recordada; perd si posem les
components del vector w i de f( w) en forma de columnes

(M1 A2 e Aam M ) ([ wdn + pohin+ o+ tmAim )
|7\,21 A2 oo Aom || U2 | I Ml}\'21+“27”22+ +l-im7\l2m

|
|
| : |
K Hlknl + H2}\fn2+ + Hm nm )

—
>
=N
>
&
>
=]
3
~—
i p———
=
=
~—

s'observa que cada una de les components del vector resultant, surt de fer la suma dels
productes dels elements de la primera fila, pels elements de la columna:

r
@11 Az ... }\1,; i; x elem ide lacol

Qa "\ =le @:ﬁmﬁiﬁﬁ

xS ) | {jﬁsﬂm’;lﬁﬁy
1
.

Exemple:

Considerem una aplicaci6 lineal f:R?>——» R* de manera que
f(l,0,0) = (1329334)9 f(O,I,O) = (19_2,25_1) 1 f(0,0,l) = (075’050) .
Per trobar la imatge del vector (1,-2,3) ho podem fer de dues formes:

e Primera utilitzant la definici6 d'aplicacio lineal.
f(1,-2,3) = £((1,0,0) - 2(0,1,0) + 3(0,0,1) ) = £(1,0,0) - 2£(0,1,0) + 3£(0,0,1) =
=(1,2,3,4) - 2(1,-2,2,-1) + 3(0,5,0,0) = (1,2,3,4) + (-2,4,-4,2) + (0,15,0,0) =
=(-1,21,-1,6) .
per tant f(1,-2,3)=(-1,21,-1,6).

e Segona utilitzant la matriu de I'aplicacio.
(1 1 oY /(1) (11+1(2+03 ) (-1)
2 2 s5ll2]=112+@E2)2)+531 =l211.
'3 2 ol\3) [31+2(2)+03 | |-1]
L4 -1 o) \41+¢1)2)+03) \Le6)
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SUMA DE MATRIUS.
Si figson dues aplicacions linealsde Een F, dimE=m i dim F=n
= l'aplicacio f+g:E > F és lineal

v ————f(v)+g(Vv)
i

(apn  a; ... amm) (( by bz ... bim)
| a2y ax ... amm | | by by ... bym |
si foA=| ool | i goB=| ... |
\anl A2 ... anm) \bnl an oo bnm)
(‘an+ by ap+ by we Atm+bim )
| az+ by an+ by e Am+bom |
f+g & | |
k an1 + bn1 an2 + bn2 oo anm+ bnm )

Per aquesta rad, de la matriu de f + g, en diem matriu A + B .

Ja que:

e Comprovem que f+ g ¢és lineal:
1) (frg)(u+ v)=fu+v)+g(u+v)=fu)+f(v)+g(u)+g(v)=
=f(u) +g(u) +f(v)+g(v)=>F+g)(u)+(E+g)(Vv).
(12) (Frg)(hu) =f(hu) + g(hu) = M(u ) + Ag(u ) = Mf(u) + g(u)) = Mfrg)( u)
Per tant (f+g) és lineal.

e Per trobar la matriu de f+g, n'hi ha prou en calcular les imatges dels vectors de la base
deE.

Sigui e¢; el i-éssim vector de la base de E, per definicié de matriu tenim que:

() ( by )

f(ey) :I a; I i gle)= I by; I

K a.ni ) k i)ni )
(a;+ by

icom (f+g)(é)=1f(¢)+g(:) = | ax+ by
E |
K ani + bni)
Amb el que deduim que la matriu de f+ g ¢és lI'esmentada a 1'enunciat.

PROPIETATS DE LA SUMA DE MATRIUS

Si Mym és el conjunt de matrius de n files per m columnes, és facil de comprovar que la
suma de matrius de My, és una operacio interna, que és:

e Associativa: A+(B+C)=(A+B)+C.

e Commutativa: A+B=B+A.

e Té element neutre: la matriu 0, formada per 0, compleix que 0 + A=A

e Té¢ element oposat: si A = (a;j), la matriu - A= (-a;;) compleix que A+(-A)=0.

Per tant M, amb la suma és un grup abelia.
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PRODUCTE PER ESCALARS.

Si f: E——— F és una aplicaci6 lineal iA € R
v ——f(v)

L'aplicacio A-f: E———> F és lineal
v ——> AM(V)

isi (811 a12 ... Alm \ (7\. an }\.312 e 7\.31m \\
|l ay  an ... am | | Aaz Aap ... Aagm |

feoA= | oo | = Ao | |
| | | |
Kanl A2 ... Apm ) \ ;\ranl )\'an2 oo ;\fanm )

Per aquesta rad, de la matriu de A-f, en diem matriu A-A.

Demostracio:

e Comprovem que A-fés lineal:
1) AD(u +v)=Af(u +v)=rfu)+1(v))=Af(u) +Af(V).

(12) SipeR (AH(EV) =MWV )) =ruf(v) = pAi(v)) = pAH( V).
Per tant A-f és lineal.

e Per calcular la matriu de A-f, n'hi ha prou en trobar les imatges dels vectors de la base de

E.
Sigui € el i-éssim vector de la base de E, per definicid de matriu tindrem que:
(a; ) (an ) [ hay)

f(é’i)zi i I i com (M) (€;)=1(f(€) =\ I i I:I xaziI
.y Cag ) Uan)

1 per tant la matriu de A-f és la de 1'enunciat.

Es pot comprovar que el conjunt de les matrius M,, és un R espai vectorial amb la
suma i el producte per escalars definits anteriorment.
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COMPOSICIO D'APLIC. LINEALS - PRODUCTE MATRICIAL.

Siguin E,,, , E, 1 E, espais vectorials de dimensions m,pin,
i f:En——>E, i g:E,——E, aplicacions lineals

v —f(V) W ———g(w)
llavors 1'aplicacio gof:Ep > E, és lineal
v >¢(f(7))
isi
(A ap ... am ) (b bz ... by )
| ay  ayn Am | | bai by ... by |
foA= | oo, | i g & B= | |
| | | |
Kapl ap2 Apm ) kbnl b2 bnp )
( Ci1 C12 Cim \ p
| C1 C» Com | on ¢jj 2 ag bjk 1 1,..,11
gofoC= srrriiiroa: | - ji=1,...,m
k Cn1 Cn2 Cnm )

D'aquesta matriu C se'n diu matriu producte de Bper A, C=B-A.

Ja que:

e go f¢slineal:
(1) (gof)(u +v y=g(f(u +v ))=g(f(u ) (v ))=g(f(u ) +g(f(V ))=(goH)(u ) +(goH(V ) .
(12) (geHH(ru) = g(f(hu ) = g(Af(u ) = Ag(f(u)) = Mgof)(u) .

Per tant (gof) és lineal.

e Trobem la matriude g o f
Per aixo n'hi ha prou amb calcular les imatges dels vectors de la base de Ey,, .
Sigui e ; el i-essim vector de la base de Ey,, per definicié de matriu tindrem que:

(311\

(e ) (b by .. bip) | ay | ( bhaithbi ayt. +bipan )
| e | | by by .. byl | || boraitboasit+... +bopan |
| =edEn=1 N e . |
. | oo | || i |
\ coi / \ by bm ... bnp) | |\ bnlali+bn2a2i+---+bnpani)

\ api )
que ¢s facil de recordar, si es t¢ en compte que, l'element 1 j s'obté de la fila i de la
primera matriu i de la columna j de la segona matriu:
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Exemple:
(1 2) (1 2 0)
Donades les matrius: A=1|3 4 | i B=l2 5 3)
\5 6)
Calculem AB

(1 2)(1 2 0) (11+22  12+2(5) 1:0+2(3) )
AB=1[3 4|2 5 3) | 31442  32+4(-5) 30+4(3) |=

\5 6) L51+62 52+6(-5 50+6(3) )
(5 -8 -6)
= |11 -14 -12 |
17 20 -18)
Si ara calculem BA
(1 2 0)(1 2) ((1-1423+05 12+24+06 )
BA= L2 -5 3 J[3 4] = | 2:14(:-5)3+5(-3) 2:2+(-5)-4+(-3)6 )=
5 6/
(7 10 )
= 28 34 )

Com BA # AB, podem afirmar que: el producte de matrius no és commutatiu .
Es més, sovint ni tant sols podem fer a lI'hora el producte de AB i BA, doncs per poder

multiplicar dues matrius cal que el nimero de columnes de la 1* sigui igual al nimero de
files de la 2°.

PROPIETATS DEL PRODUCTE DE MATRIUS

Algunes de les propietats que compleix el producte de matrius son:

e Associativa: A(BC)=(AB)C.

e No és commutatiu.

e Es distributiu respecte de la suma de matrius A(B+C)=AB+AC.

PRODUCTE DE MATRIUS QUADRADES.
El cas més interessant del producte de matrius, és el de matrius quadrades (mateix numero
de files que de columnes).
Si anomenem My, al conjunt de matrius de n files x n columnes es verifica que:
e M,, amb la suma de matriu és un grup abelia ,
e El producte de matrius de My, €s de My, ,
e El producte és associatiu, A(BC)=(AB)C.
e Hi ha element neutre ,que correspon a identitat I( v )=v , que té per matriu:
(100..0)
1=I0 10“.0I
looo 1)
e El producte ¢és distributiu respecte de la suma .
e En general no hi ha element invers. Pero quan una matriu A té inversa pel producte, es diu
que és una matriu regular ; llavors a la inversa de A, la representem per A .



