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PRODUCTE ESCALAR.

DEFINICIO.
Donat E un R-espai vectorial, anomenem producte escalar a qualsevol aplicacid
- :ExE >
(u,yy———u-v
tal que: [pl] pertotu,v € E u-v=v-u
[p2] pertotu,v,w € E u(v+w)y=uv-tuw
[p3] pertotu,v eEileR Mu-v)y=u-Av)y=(u)v
[p4] per tot i # 0 u-u>0

PROPIETATS:
Pertot i e E 0 =0, Jaque:()-ﬁ=(6 +0)i=04+0u4 = 0

N
Il
o

ii*ii =0 < ii =0 . Esevident per la propietat anterior i per [p4]

Pertot u,v e E = (u-v)2<(u-u)(v-v).
Donats u i v € E, considerem # +Av = (u +Av)2>0, hiha dues possibilitats:
e Existeix A € R, de manera que i + AV =0 < ii=-AV
& UV )=((AV )V P V)V V)= (CAV) AV ) V)= i )(V V)
= compleix la desigualtat.
e PertotheR i +AV #0 < pertot A (#+Av )220 .
< l'equacid A u-u+2u-v A+v-v A2 =0 no té solucid < b?-4ac és <0 <
S RuV)2-40 V) uu) <0 U vyE<@-v)u-u)
= compleix la desigualtat.

Com a conseqliencia d'aquesta demostracio, podem afirmar:
i,v so6n linealment dependents < (u+v)2=(u-u) (v-v).
1,V son linealment independents < (V)2 < (u-u)(v-V).

BASES ORTONORMALS.

Si E és un R-espai vectorial i e 1, €5,..., €, una base de E, diem que:
[1sii=j

€1, €,.., €,unabase ortonormal < ejej = ]
L0 si i#]

EXPRESSIO ANALITICA DEL PROD. ESCALAR EN UNA BASE
ORTONORMAL.
Suposem que E=R3 i &, €,, €3 és una base ortonormal
u=(uy,uy,u3) Ww=(wq,Wp,W3) dos vectorsde E = u-w =u;w; + u,w, + uzw; .
Ja que:
u-w = (Up,Up,U3) (W1,Wp,W3) = (Uj€ 1+u,€ rtuze 3) (Wi e 17w,e stwie 3) =
= ulwlé 1é 1+U2W1525 1+U3W153E 1 + U1W2é 152+U2W2E 2é 2+U3W2é 352 +
U W3€ 1€ 3TUyW3€ 28 3TU3W3€ 36 3 =
=uyw; 1+u,w; O+uzw; 0+uy;w, O+tu,w, 1+usw, 0+uywy 0+u,w; O+usws 1 =
=WwW; T upyw, T uzwsy .
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NORMA.

Com u-u >0, sempre podem parlar de la seva arrel quadrada, és a dir, podem

I|)arl‘alr de “ii-i que anomenem norma o modul del vector i i ho representem per
ul .

Si el vector és referit a una base ortonormal, tenim que

|L7| =~ -1 =\ u2+u2,+u2
1 TuS U

VECTORS PERPENDICULARS.
Donats u i v dos vectors diem que: # i v sén perpendiculars < u-v =0.

I si els vectors estan referits en una base ortonormal, ho podem expressar com:

u iv perpendiculars < u v, + u,v, + uzv; =0.

ANGLE ENTRE VECTORS.
Donats # i v dos vectors de R3, referits a una base ortonormal, definim 1'angle entre
u 1v en la forma:
u-v U vy + uyvy + uzvs
cos (u,v)= =

| ﬁ ‘ | \7 ‘ \/ u21+u22+u23 \/ V21+V22+V23

DISTANCIA - L'ESPAI EUCLIDIA.

Considerem l'espai afi A 1 E el seu espai vectorial associat, on hi ha definit un
producte escalar.

Definim la distancia euclidiana entre A i B com la norma del vector que va de A a B

ﬁsadir
d(A,B)= |AB | =VAB A8

Si la base és ortonormal, tenim que la distancia euclidiana es pot expressar en la
forma:

d(A,B) :\/(bl - a1)2 +(b, - a2)2 + (b, - 33)2

Anomenem sistema cartesia al sistema de referéncia afi, que té la base de vectors
ortonormals.

NOTA: A partir d'aquest moment, sempre suposarem que l'espai afi que tenim és R3
i que els vectors € 1, €, €3 sOn un sistema ortonormal.
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PRODUCTE VECTORIAL.

Siguin # i v dos vectors de R3 , referits a una base ortonormal € , € , € 3.

definim u A vV = (UyV3-U3v, , U3V -U V3, U Vo-UyVy ),

que formalment coincideix amb:

( )
ol wus | Juu | Tuyuw | e €5 és
iAv =1 | - ;| |=|u1 W U3
| ‘V2V3‘ ‘V1V3‘ |V1V2‘| |V1V2V3
\ )
PRINCIPALS PROPIETATS:
® UAV = -V AU
lé1é:65|  |er ér ey |
Doncs u AV = ‘ul u, u3|=- | Vi Vy V3 | =V Al
‘V1V2V3| |u1u2 u3\
e UA(V T W)=UAV T UAW
Jaque: | & @&, @& | leieses| |eiénés|
i AN+ )= u; u, Uy = u; U, U3 |+ |u1 U, U3 [SUAVHUAW
ViTW Votw, v3twy | |V1 Vy V3 ‘ W) Wy W3
o (AUIAV =Munv)=un(lv).
é1 éx é3|  |eiés e
A= |y Ay | =0 |uy uy uy | =AGEAY).
Vi Vy V3 ‘Vl Vy V3
o ﬁ/\ﬁzf)
Jaque(‘u2u3‘ ‘ulu3‘ |u1u2‘\
ini=| | - . | 1=(0,0,0)
\‘u2u3‘ ‘ulu3‘ |u1u2
e (unv)ésperpendicularau iav.
| ey e, & |
Jaque u-(unv)=(uje;+u,e,+uzes) |u1 u U | =
Vi V2 V3|
( ‘u2u3| |u1 U—3‘ ‘U—l 112‘ \
= e ety | | e lext| e I=
Clvy vyl vy vl vyl )
|u2u3‘ |u1u3‘ |u1u2| ‘ul u, u3‘
= -U, ‘+u3 = ‘ul u, u3‘=O
|V2V3‘ |V1V3‘ |V1V2| ‘Vl V2V3‘

= son perpendiculars.
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@ nv [ =lallv]lsin@@,v)l

Doncs:

‘17/\\7|2 (UAVYUAV)=
|(IU2 u; } ||u1 u3i iul UZ}\H(I]Jz u3| }ul U3I }ul Ilzl\'
Uvy vs | vy vs | Iy v U, v3| vy va | Ivy va lJ

|U2 U3‘2 ‘ul 1/13|2 ‘ul u2|2

= | |+ | + | | =(0v3-u3vy) 2+ (U, -u V) (U vorupv, )2 =
|V2 V3‘ ‘Vl V3| ‘Vl V2

= (U 2Huy 2 us2) (v 24,24 va2)-(ug vy Uy vt v

=(uu)vv)- (uv)2—| 12‘V|2 (ﬂMHVfCOS(u,V))ZZ

=i |2 |¥ |2 (1-cos(ii,v)) = | i |2 | v |2sin2(i,v).

PRODUCTE MIXT.

Siguin u,v,w tres vectors de R3, definim producte mixt de u,v,w com:

—

[i,v,]=id (VAW)=det(ii,v,iV).

Ja que:
‘ul Vi W1| ‘V2W2| ‘VIWI‘ |V1W1‘
det(u,v,w)= ‘uz V) W | ‘ | - u, | |+ u3| | =
U3 V3 W3| ‘V3W3| ‘V3W3‘ |V2W2‘
(vawy | Iviwi ] lviwy | \
=(u151+u252+u353)| | |51-| ‘ ‘ | =
viws [ Ivsws | vy wy | )
| &, Vi W |
=(uje | tuye +uzes) | ¢, Vo) Wy | =
€3 V3 W |

|51 € 53‘
=(uje 1 tuye +uzes) |V1 Vo V3 ‘ =u (VvAw).
Wi Wy W3 ‘

PROPIETATS PRODUCTE MIXT.
Per la representacié del producte mixt com a determinant, podem afirmar les
seglients propietats:

e [d,b,¢l=[¢,a,b]=[b,¢,d)=[d.¢,b]=[b,d,c]=-[¢.,b,al
e [d,b,c+d]=[d.,b,c]+[a.,b,d]i [a,b c]=A[a.b,¢] .
° [5,5,5]20 = 5,5,5 son linealment dependents.

Més endavant, veurem les aplicacions que té el producte mixt, per a calcular arees i
volums d’algunes figures.



h.itkur espai euclidia-5/18

PERPENDICULARITAT ENTRE VARIETATS.

RECTES PERPENDICULARS.
Donades les rectes
X -a; y-a, Z-a3 X - by y-by, z-bs
I = = 1s: = =
Vi V2 V3 W1 Wa W3
Diem que:

r i s son perpendiculars < els seus vectors directors son perpendiculars <
S Vew =0C>V1W1 +V2W2+V3W3=0.

PROPIETAT.

Donat el pla Ax +By + Cz+ D =0, el vector
(A,B,C) sempre és perpendicular a qualsevol
vector d'aquest pla.

Per aquesta rao, del vector (A,B,C), en diem vector °
normal al pla. 4

Ja que:

‘U2W2| ‘U1W1| |U1W1|
Si 4 1 w son les direc. del pla = A= | |,B=-‘ lic= .
‘U3W3| ‘u3W3| |U2W2|

Fent el producte escalar de # amb (A,B,C), tenim
‘uzwz‘ |U1W1 ‘U1W1|
ii(AB,C)=u, | - u, | |+ vy | | =det(@, i, w)=0,=
U3W3‘ |U3W3‘ ‘uzwz
= u ¢és perpendicular a (A,B,C).

Analogament w ¢és perpendicular a (A,B,C).

De fet, el vector (A,B,C) és perpendicular a qualsevol vector del pla. I per aquesta
rad, podem trobar I'equacio del pla fent (A, B. C) ( x-a;, y-a,, z-a3) =0

També podem definir el pla que passa pel punt A=(a;,a,,a3) 1 t€ les direccions de u i
w, tenint en compte que (A,B, C) al ser perpendicular a tots els vectors de , es pot
obtenir com a producte vectorial de # i Ww. Esadir n: 4 Aw(X-a}, y-a,, z-a3) =0.
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RECTA I PLA PERPENDICULARS.

Donatselplan: Ax+By+Cz+D=0 1ila ]
recta

<l

X -2 y-a, Z-a,
r: = = *
Vi V2 V3
diem que
A B C
r i © son perpendiculars & = = =
Vi \p) V3

< el vec. dir. de r és perpendicular a tots els vectors del pla &
& el director de r és proporcional al vector (A,B,C).

PLANS PERPENDICULARS.
Donats els plans n:Ax+By+Cz+D=0 i ©":A'x+B'y+C'z+D'=0,
diem que:
z’/ (A'B,CY) 7 i 7' sén perpendiculars <
e ———— . 4 .
T(A=B=C]' els vectors normals a 7w i ' son perpendiculars
| = < (A,B,O)(A',B',C")=0 & AA'+BB'+CC' = 0.
ANGLE ENTRE VARIETATS.
ANGLE ENTRE RECTES.
Donades les rectes
X -a; y-a, Z-a3 X - by y-b, z-b;
r: = = s = =
\41 \%) V3 Wi W W3

definim l'angle entre r i s , com 1'angle que formen els seus vectors directors o el
suplementari d'aquest angle (cal que estigui entre 0 i /2 ).
Per tant:

| W

| VIW] T VaWy + V3ws
cos (1,8) = |7 | = ‘
|
|

\/ V21+V22+V23 \/ W21+W22+W23
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ANGLE ENTRE PLANS.
Donats els plans mn:Ax+By+Cz+D=0 1
n":A'x+B'y+C'z+D'=0, definim

I'angle format per @ i ©' com I'angle que
formen els seus vectors normals (A,B,C) i
(A',B',C").

Aixi doncs:

(AB,C) (A'B,C) | |
cos(m,mt')= ‘ = |
.
|

AA'+BB'+CC(C

| |(A,B,0)] |(A,B.,C)|

VA2+B2+C2 VA2+B"2+(C"2

ANGLE ENTRE UNA RECTA I UN PLA.
Donada larectarielplam:
X -2 y-a, zZ-a
r: = = m. Ax +By+Cz+D=0
\4 \0) V3
definim l'angle entre r i © com el complementari de 1'angle entre el vector director de
riel vector normal a 7.

[(AB.C) ¥ | | Av, +Bv, + Cv, |
Aixi doncs:  sin (r,m) = =
[(ABO)| |7 ] VA2 + B2+ C2 A\ v2+v2,+v2,
(AB.C)

i o2 —ox

SN 7
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DISTANCIA ENTRE VARIETATS.

Quan hem introduit el concepte d’espai euclidia, hem donat la definicié de distancia
entre dos punts, en la forma:
Si A=(a;,a,,a3) 1 B=(b;,b,,b3) dos punts de l'espai, distancia de A a B és la norma del
vector de AB.

dAB)=| A8 [ =+ (a1-b;)? + (ap-by)* + (az-b3)? .

Quan ens plantegem donar una definicié de distancia entre dues varietats, ho fem
dient que és la minima de les distancies que existeixen entre dos punts qualsevols un
de cada varietat.

Aquesta definici6 tant general, ens obliga a treballar constantment amb problemes de
maxims 1 minims. Per aixd, ens limitarem a donar els diferents métodes que
permeten calcular les distancies, d’una forma molt més intuitiva i geomeétrica.

DISTANCIA PUNT - PLA.

Donat el punt P=(p;,p,.p3) | Ap; +Bp, +Cp; +D |
ielpla m:Ax+By+Cz+D=0 =  d(P,n)=

VA2+B2+(C2
Ja que:
Si X ¢ésun punt qualsevol de =, tenim que:

dP,ny=d=|PX| |cosa| (1)

Si a és l'angle que formen PRiii>

7}
COoS a = .
PR || 7|
Substituint:
PR (xp.y-Py.2zPs) (ABC) |Ax-Ap+By-Bp,+Cz-Cp; |
d(P,m)=| PX| =

PR | 7 | |(A,B,0)] |(A,B,O)]

Ara bé, com X= (x,y,z)e T = (X, y, z) compleix I’equacioé de 1 =
| Ax+By+Cz=-D = | Ax-Ap;+By-Bp,+Cz-Cp; =] Ap; + Bp, + Cps +
D

| Ap, +Bp,+Cp;+D |
d(P,m) =

VA2+B2+C2
També es pot calcular la distancia d'un punt P a un pla &, en la forma:
1. Es calcula l'equaci6 de la recta perpendicular al pla © que passa pel punt.
2. Es troba el punt Q intersecci6 d'aquesta recta amb el pla.
3. La distancia de P a & ¢és la mateixa que lade P a Q.
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Exemple:
Trobem els plans de la familia ©y: x+2y-z=a que disten 5 unitats del punt (1,2,3).
| 1+22-3-a | |2-a
d((1,2,3),1)= | | = [— =5 = [2-al=5V6
| \6 || e
[2-a=5V6 = a=2-5V6

= 2-a=+5V6= 1
L 2-a=-5V6 = a=2+5V6.

DISTANCIA PUNT - RECTA.
X-al y-az Z'a3
Si P=(py,ppp3) 1T = =
Vi Vo V3

|m/\\7|

d(P,r) =

| v |

Ja que:

Si X és un punt qualsevol de la recta,

Vo
dP.r) = | BX| - Isina| = |PRA }:

Exemple:

Trobem la distancia del punt (1,1,1) a I'eix de les X.
L'eix de les X és la recta que passa per (0,0,0) i té la direcci6 del vector v =(1,0,0).

(1,0,0) |
d((0,0,0),eix X) = | (1,1,1) A——— |=|(1,1,1)A(1,0,0) |=
\‘ \(100>|\ |
|1, &, e5] |
= 11 11| [=lonnl=~2.
}I 1 0 0 I



h.itkur espai euclidia-10/18

DISTANCIA RECTA - RECTA.
Donades les rectes
X-al y-a2 Z-a3 X-bl y-b2 Z-b3
r: = = S: = =
Vi V2 V3 Uy U U3
Es poden donar tres possibilitats:

e ris es tallen = tenen un punt en comu = d(r,s) =0.

|AB A i |
e risson paralleles = d(r,s) = d(A,s) = ]
u
| 4B, 7 ,7)]
e ris s'encreuen = d(r,s) =
|5 A |
Ja que :

e Siris es tallen en un punt, és evident que la seva distancia és zero.
e Sirisson paral-leles la distancia de r a s és la distancia d'un punt de r a la recta s
| A8 A i |

d(r,s) =d(A,s) =
i |

e Siris s'encreuen = Siguin 7 pla parallel a r que cont¢ s 1 7' pla
perpendicular a T que conté r .

Si n'ns={P}= d(r,s)=d(P,r).
rimson paral-lelsi Pen =

d(P,r)=d(r,r) .

[al ser Aer =d(r,n)=d(A,x) .

s : 7

Per tant, d(r,s) = d(A,n).

[ sc n=Ben intéladireccié i.
Com 1 = 1 (VA )X-B)=0 .
| 7 parallel ar = n té la direccié v

I per tant :
(v Ai)AB)| BB Am)| | det@B,v,0)]
d(A,m)= = = :

|\7/\ﬁ| |\7/\ﬁ| ‘V/\u‘

Nota: Per trobar la distancia entre dues rectes que s’encreuen, també es pot trobar la
recta perpendicular comuna que talla a r 1 s, trobar els punts de talls i la distancia
entre ells.
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Exemple:

Trobem la distanciaentre r:x=y=z 1 s:x-l1=——=72z.

r ens ve determinada pel punt A=(0,0,0) i el vector v=(1,1,1), mentre s queda
determinada pel punt B=(1,1,0) i el vector #=(1,2,1).

1 1 1 |
Com det(ﬁ,ﬁ,ﬁ)Z‘l 1 2 ‘=1+0+1—0—2—1=—1 0 = ris s'encreuen.
o 1 1 |
N
Trobem v A di= |1 1 1 |=CL0)= |5 Aal=12.
1 2 1|
| det@B,v,a) | [-1] 2
Amb el que: d(r,s)= | | = = u.
v Al | 2 2
DISTANCIA RECTA - PLA.
Donats
X-al y-a2 Z-a3
r: = = 1 m:Ax+By+Cz+D=0,
Vl V2 V3

e Sirimes tallen = d(r,m)=0 .

|A31+Baz+ca3+D‘
e Sirimson parallels = d(r,n) =d(A,n) =

VA2 + B2 +(2

Resultats tots dos evidents.
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DIVISIO D'UN SEGMENT. PUNT MITJA D'UN SEGMENT.

Donat un segment d'extrems A=(a;,a,,a;) i B=(b;,b,,bs), dividir-lo en n parts iguales
¢és determinar n+1 punts &; , de manera que els vectors d'origen &; i extrem &;,; siguin
tots iguals 1 y=A 1 §,=B.

;)
Per tant, AB = &8, + &6y + ... + £, &, =n L, amb el que £& | =—— =
n
tindrem que:
1 1 n
Ev=A, & =A+—BB,. .. E=A+—AB,..  E=A+—AB=B
n n n

Per a n=2, s'obté el punt mitja entre A i B.

1 (by-ay,by-ap,b3-a3)
M=A+—AB = (aj,a5,83) +
2 2
1 operant:
a;tb,; a,th, as3tbs
M=( : , )
2 2 2

BARICENTRE D'UN TRIANGLE.
Donat el triangle de vertex A, B 1 C ¢l seu baricentre és:
a;tb;tc;  a,tb,tc, aytbstcs
Bar=( , , ).
3 3 3

Justificacio:
N'hi ha prou de veure que aquest punt pertany a les medianes, rectes que van d'un
vertex al punt mitja del costat oposat.

La mediana M ,mediana des del veértex C, és la recta que passa per C i pel punt
mitja del costat A 1 B.
arth)  ayth, aythy

Com que el punt mitja entre AiB és : ( ; S )
2 2 2

X - C; y - C Z -C3
Mc : = =

a;tb; a,tb, aztbs

-C -G -C3
2 2 2
X - C; y - C Z -¢C3

1 operant: Mc : = =
a;tb; -2¢4 a,tb, -2c,  aytbs-2c;
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Si substituint el punt Bar a I'equaci6 de la recta M, tenim que:

a1+b1+cl 32+b2+02 a3+b3+C3
-Cp — - © — - C
3 3 3
= = @
a1+b1 -2Cl az+b2 -2C2 a3+b3 -2C3
a1+b1+cl -3C1 32+b2+02 -3C2 a3+b3+C3 -303
= = =
a;tb; -2¢4 a,tb, -2¢, aztb; -2¢;3

igualtat que és evidentment certa = Bar € M .

De manera analoga podem demostrar que Bare M 1 BareMp = aquest punt és a
les tres medianes = és la interseccio de les medianes = ¢és el baricentre de A B C.
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PROJECCIONS.

PROJECCIO ORTOGONAL D'UN PUNT SOBRE UN PLA.
Donat P un punt de I'espai i © un pla, definim la projeccioé ortogonal de P sobre m,
com el punt M de © de manera que la recta PM ¢és perpendicular al pla .

FI

. Per trobar la projeccié d'un punt P sobre un
- pla m, n'hi ha prou a calcular la recta que

o passa per P, 1 és perpendicular a mw, i

intersecar-la amb el pla inicial.

PROJECCIO ORTOGONAL D'UN PUNT SOBRE UNA RECTA.
Donat P un punt de I'espai i r una recta, definim la projeccié ortogonal de P sobre r
com el punt M de r de manera que la recta PM talla perpendicularment r.

Es clar que, per trobar la projeccié d'un punt
sobre una recta, n'hi ha prou a calcular el pla
perpendicular a la recta que passa pel punt P
1 determinar la interseccido del pla amb la

rectar.
SIMETRIES.
SIMETRIA ESPECULAR.
Sigui 7 un pla de 'espai, definim simetria respecte de m a l'aplicacid
Si: A >A
X: >X!

de manera que el punt mitja entre X i X' és la projeccio ortogonal de X sobre 7.
Es pot comprovar que Sy és bijectiva 1 conserva les distancies.
Per tal de calcular el simétric d'un punt P respecte d'un pla caldra trobar primer la

projeccio ortogonal M del punt sobre el pla 1 a continuacid, imposar que M sigui el
punt mitja entre P i P".

Exemple:
Calculem el simétric del punt P=(-1,-2,-1) respecte del plaw: x +2y +3z=0.
Trobaren, en primer lloc, la projeccié de P sobre
P ’/M‘ P TT.
> > * . La recta perpendicular a 7 1 que passa per P és:
xtl  y+2  z+l [ x-y=0
_ r: = = & o3

1 2 3 | x-z=-2
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Si fem la interseccid de r amb wt, obtenim el punt M, projeccid ortogonal de P sobre nt

[2x-y=0 x=-3/7
ram {3x-z=-2 =  y=-6/7 = M=(-3/7,-6/7,5/7).
[x+2y+32=0 z=5/7
-I+pp -24py,  -l4ps
Com M és el punt mitja entre Pi1 P'= M= ( , , )=
2 2 2
[ -l1+p, -3 1
| = =p =—
| 2 7 7
| 2+p, -6 2
= = Sp=—— = P=(1/7,2/7,17/7).
| 2 7 7
| -l+py 5 17
| = = py=——o
L 2 7 7
SIMETRIA AXIAL.

Sigui r una recta de l'espai, definim simetria respecte de r a l'aplicacio
StA——— A
X——>X'
de manera que, el punt mitja entre X i X', és la projeccio ortogonal de X sobre .

Es pot comprovar que S; €s una aplicacio bijectiva i que conserva les distancies.

Per calcular el simetric d'un punt P respecte
d'una recta, es pot trobar primer la projeccio
ortogonal M del punt sobre la recta i, a
continuacid, imposar que M sigui el punt mitja
entre P 1 P".

Exemple:
Donada la recta r: x = 2y = 3z, calcularem el simetric del punt P=(1,1,1) respecte
d'aquesta recta.

Trobem, en primer lloc, la projecci6 ortogonal M del punt P sobre la recta r.
El vector director de r és: (1,1/2,1/3), que té la mateixa direcci6 que el vector (6,3,2),
amb la qual cosa el pla perpendicular a r, que passa per P, és m: 6x + 3y +2z=11.

SifemrNn
[x-2y=0 X=66/49 66 33 22
rOmix-3z=0 =  y=33/49 = M=(——, , ) .

L6x+3y+2Z:1 1 7z=22/49 49 49 49
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1+p,; I+p,  14p;

Com M és el punt mitja entre P1P' = M= ( , , ) =
2 2 2
[ 1+p, 66 83
| = Y
| 2 49 49
| 1+p, 33 17 8 17 -5
= = =>p,=—— =P=( S ; ) .
) 49 49 49 49 49
| 14p; 22 -5
| = = Pp3T——
L 2 49 49

Una altra manera de trobar el simetric de P respecte d'una recta r, ¢és la d'expressar
la recta com a interseccid de dos plans 1t i 7t'; calcular Q simétric de P respecte de i
calcular, després, P' com simétric de Q respecte del pla «'.

SIMETRIA CENTRAL.
Sigui P un punt de l'espai, definim simetria respecte de P a l'aplicacio
Sp:A >A
X: >X'!
de manera que el punt mitja entre X i X' és el punt P.

Observem que el simétric de X compleix PX = - P% .
Es pot comprovar que Sp €s una aplicacio bijectiva que conserva les distancies.

Exemple:
Calculem el simétric del punt (1,2,3) respecte del punt (1,1,1).
P=centre de simetria=(1,1,1) = PX=(0,1,2)
amb la qual cosa
PR=(0,-1,-2) = X'=(1,1,1)+(0,-1,-2)=(1,0,-1) .

AREES I VOLUMS.

AREA D'UN TRIANGLE.
Donats A, B 1 C, tres punts de l'espai no alineats = A B 1 C defineixen el triangle
ABC, que té per area: C

1
area triang ABC =—— ‘ ABARC | )
2

Ja que:
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1 b-h
I’area d’un triangle és Area = — base x altura =
2 2

Prenent com a base el costat AB, 1'altura ¢s la distancia de C al costat AB =
b=|A8| ih=|&| |sina| =

1 1
AreaZ—‘A_ﬁ‘ \R\ ‘sina‘Z—‘m/\m|.
2 2

AREA D'UN PARAL-LELOGRAM.

Raonant igual que a l'apartat anterior, si ABCD formen un paral-lelogram, la seva
areaés: Arca= | ABARC .

VOLUM D'UN TETRAEDRE.
Si A=(ay,a,,a3), B=(b;,b,,b3), C=(cy,¢,,¢3), D=(d;,d;,d;) son quatre punts de l'espai
no coplanaris, tenim que A, B, C i D defineixen el tetraedre ABCD, que té de

volum:
1

volum tetraedre ABCD = —— | det (A_ﬁ ,R,Eﬁ) | .
6
Doncs el volum d'una piramide és 1/3 superficie base per altura.
Prenent com a base el triangle ABC = altura h= distancia de D a la base.

| ABARC |
Area base =
2
altura=h= |EI5| |sina| .

Si a és l'angle que formen el pla ABC 1 el
costat AD =

= sin o = cos(m/2-a) = cos(m,h_ﬁ/\m) =
= alt=| A |c0s(f|5,h_ﬁ/\ﬁ)| .

11 1
Vol=——— |ABARC | | AD| | cosBBABARS) | = —— | GBARO)AD| =
302 6
1
= |det (M,R,Eﬁ)l.
6

Exemple:
Siguin A=(-1, 2,2), B=(2,1,0),C=(8,-3,-2)1D un punt en la forma D=(3+A, A, A).
Trobeu els valors de A pels quals el tetraedre de vértex A, B, C i D té un volum de 5u’ .

Per la propietat anterior volum tetraedre ABCD =1/6 | det (A8, AL AD) =
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1 |3 9 a+4| 1
1 -5 a-2=——]-18a] =130 =>1=%5/3.
6 |2 -4 a-2]| 6

VOLUM D'UN PARAL-LELEPIPEDE.

Analogament el volum d'un paral-lelepipede d'arestes @, b , ¢ és:
Vol = |det(@,b,¢)] .



