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L'ESPAI AFI.

Siguin E un R-espai vectorial i A # & un conjunt.

Diem que A és un espai afi associat a I'espai vectorial E <
podem definir una aplicacid

AxA—— SE
%
(AB)———— AB
que compleix les seglients propietats:
[al] pertotA,B,Cec A AB+BC=AC.

[a2] fixat un p qualsevol de A, l'aplicaci6 A ——— > E  és bijectiva .
X— PX

Dels elements de A, en diem punts, i de AB , en diem vector d'origen A i extrem B.

Hom anomena dimensi6 de A, a la dimensié de l'espai vectorial associat E.

EL PLA AFi R%.

Prenent A="punts del pla"=R* i E=R?, obtenim el pla afi, ja estudiat el curs
anterior:
AxA——E

y
——Pa P=(py.
(P,Q) PQ ="vector d'origen P i extrem Q" (P1-pd

PQ=[a7P495Pd
Es compleixen les dues condicions per ser un espai X

Ty
afi: Q=[q}.q¢)

[al]  Siguin A=(a;,a;) , B=(b;,by) 1 C=(ci,c2);
els vectors que els uneixen son
A_ﬁ=(b1-a1,b2-a2) , B_f=(cl-b1,cz-b2) 1 R=(c1-a1,cz-a2), amb el que:
A_ﬁ + ﬁf = (b1-a1,b2-a2) + (C1-b1,02-b2) = (Cl-a1,Cz-a2) = R .

AB+BC = AT

[a2] Fixat P=(pi,p2), és relativament senzill el comprovar que l'aplicaciéd
A >E  és bijectiva.
X= (X1,X2)——>(X1 -p1,X2-p2) = PR
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L'ESPAI AFI R®.

Prenem A=R’ ="punts de l'espai ordinari", i E=R*=espai vectorial de dimensi6 3,
definim:

RP xR — >R’

(A , B) _— > m=(b1-a1,b2-a2,b3-a3), on A=(a1,az,a3) 1 B:(bl,bz,b3) .

Es compleix les dues condicions per ésser espai afi:
[al] Donats A=(aj,a;,a3) , B=(b;,bz,b3) i C=(cy,c2,¢3),
els vectors que ens defineixen son
ﬁTﬂZ(bl—al,bz—az,bg—ag, Ecz(cl—bl,CQ—bz,C3—b3) i R:(Cl—al,02—az,03—a3);
amb el que:
m‘l‘ﬁf = (bl-al,bz-az,b3-a3)+(C1-bl,Cz-bz,C3-b3): (C]-al,CQ-az,C3-a3) = R .

[a2]  Fixat P=(py,pa,p3), l'aplicacio: A > E és bijectiva,
X=(X1,X2,X3) ——> PR=(X1-P1,X2-P2,X3-P3)

ja que:
e ésinjectiva:
Si x 1y tenen la mateixa imatge =
PR=P¥ = (X1-p1.X2-P2,X3-P3)=(y1-P1,y2-P2.y3-P3) amb el que
[Xl'p1:y1‘pl (X1:Y1
= { Xz-p2=}’2-p2:>%X2=Y2 = XZYy
LX3-p3:Y3-p3 LX3:Y3

e ¢és exhaustiva:
Donat un vector v = (v1,v2,v3), sempre podem posar v =PX onx és el punt

X=(p1tvi,p2tva,p3tvs).
Per tant, aquesta aplicacio és bijectiva.

L'ESPAI AFi R".
En general si A=R" i E=R" amb l'aplicaci6 R® x R —— R"

((X150-%n),(Y15-5Yn)) ——>(Y1-X1,-.,YnXn)
¢és un espai afi.

CONSEQUENCIES DE LA DEFINICIO.

Si A és un E espai afi, sempre es compleix que:

Per tot Ac A A& =0.
Es a dir: El vector d'origen i extrems iguals és zero .

Ja que: P +3E =Pk =& =0.

Per tot A,BeA,A_Ii=-EE.
Jaque:a&_ﬁ+ﬁﬁ =AM =0=2A8 i BR sOn oposats.
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SiAB=0=A=B.
Ja que: Fixat un punt A i tenim que l'aplicaci6 A —— E és bijectiva.
X— &%
Com AB=0i & =0= A 1B tenen la mateixa imatge = A=B.

SiAB=CD = AC =080 (Llei del paral-lelogram) .
Jaquezm=ﬁ+ﬂ_f=ﬁ+ﬂ_f=ﬂ_f+m=ﬂ_ﬁ.

SISTEMES DE REFERENCIA I COORDENADES D'UN PUNT.

Sigui A un E espai afi, anomenem sistema de referéncia afi al conjunt

{0,é1, €1,..., €, }, format per un punt de l'espai afi OeA, que rep el nom d'origen
de l'espai, i per €, € ,,..., €, base de 'espai vectorial E.

COORDENADES D'UN PUNT EN UN SISTEMA DE REFERENCIA.
Sigui A un E espai afii {O, €, €2,..., €, } un sistema de referéncia, llavors, per tot

punt PeA , P ens defineix un Gnic vector d'origen O i extrem P, el op .
Aquest vector té una Unica representacié com a combinaci6 lineal dels elements de la
base € 1, & 5,..., &, el OB = (P1,P2,...Pn)-

I del revés, donada una n-pla (p1,pa2,..,pn) €ns defineix un Unic vector v que té

aquestes components, 1 aquest vector ens determina un Unic punt peA, de manera
que OB= ¥ .

Aixi doncs, fixat el sistema de referéncia {O, € i, € 5,..., € , } podem identificar cada
punt P de l'espai amb una n-pla, en la forma

P=(P1,D2,--.Pn) ON (P1,P2,.-Pn)=0F
idiem que (p1,p2,. -,Pn) SON les coordenades de p en aquest sistema de referéncia.

Observeu que les coordenades d'un punt depenen del sistema de referéncia escollit, i
que per tant sempre ens cal tenir clar en quin sistema de referéncia treballem.

CALCUL DE LES COMPONENTS DEL VECTOR iB .

Si A ésunE espai afii1 {O, e, €,,..., €, } ésun sistema de referéncia afi, per
calcular els components d'un vector AB, n'hi ha prou en conéixer les coordenades
dels punts

A=(aj,ay,..,a,) 1B=(by,by,..,by) 1 restar-les en la forma AB = (b-a;,br-ay,..,bp-ay) .
Ja que:

Com som a un espai afi, OB =0A+A8 —AB=0B-0& i per definici6 de
components

AB =0B - 0& = (a1,a5,...a1) - (b1,ba,...bn)= (bi-a1,by-as,..,by-ay) .
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TRANSLACIO DE VECTOR 7.

Fixat v E, l'aplicacio t,;:A ————A ¢és bijectiva i se'n diu translacié de vector v .
P— >Q onP3=7

Ja que:

Fixat {O, e, € 2,..., €, } un sistema de referéncia, t, és bijectiva.

injectiva

Si X'1Y tenen la mateixa imatge t(X)=Q=1/(Y) = XA=¥8= X7 =PP
comPP=0 = X=Y.

exhaustiva

Donat Qe A= Q =(q1,92,---9n)
si Vv = (V1,Va,..,Vn), llavors Q és imatge del punt (q;-v1,92-V2,..,qn-Vn)-

Sovint expressem les translacions en la forma t, (P) =p + v , ja que les coordenades
de ty(p) son les coordenades de P més les components de v .

VARIETATS LINEALS.

Siguin A un E espai afi, Ac A unpunt i F c E un subespai vectorial de E; hom
anomena varietat lineal que passa pel punt A 1 té la direccio6 de F, al conjunt

V={XcA/X=A+7 amb veF}.
que s'acostuma a representar en la forma V=A+F.

Per dimensio de la varietat, entendrem la dimensio de F .
Es pot comprovar que:

Si V és una varietat lineal = {ﬁ /P,Qe V } és subespai vectorial de E, que
coincideix amb la direccio de V.

EQUACIONS VECTORIALS I PARAMETRIQUES D'UNA VARIETAT.

Sigui AunE espai afi, {O, €, € 2,..., €, } un sistema de referéncia dim A = n.
Si V és una varietat lineal que passa per A i té per direcci6 el subespai vectorial F =
V=A+F={X/X=A+ W amb w € F}

perd si Vi, Va,., v, €s una base de F , tot vector w € F es pot expressar en la forma:
w=AV;+tAV,+.+AV,,amb el que:
V=(X=A+MVi+MVs+.+ V) Aho A € R}

és a dir, V és formada pels punts X de A que es poden expressar com :
X=A+7m71 +7\,2V2 + .. +7\,r17r/7\,1,7\,2,..,7\,r e R

D'aquesta manera d'expressar la varietat, se'n diu I'equacio6 vectorial de la varietat.
Escrita en forma de components, I'equacié vectorial és:

(X15eXn) = (@150s80) + M (V1o ViAo,V L amb A Ao, A € R
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Si ho expressem coordenada a coordenada, la varietat és formada per tots els punts
(X1,X2,--,Xn), que compleixen simultaniament les n equacions segiients:
[ Xy =a + 7\,1V11 + 7L2V21 + ..+ XrVr]
| Xy =ap+ 7\,1V12 + 7\,2V22 + ..+ Krvrz
Vg Ahasehe € R

L Xn = ap T 7\,1V1n + 7L2V2n +..+ krVrn

i que coneixem com a equacions paramétriques de V.

Exemple.

Recordem del curs passat, que una recta del pla €s definida, per un punt A=(a;,a;) i
un vector director v =(vy,vz).

La seva equacio vectorial és: 1: (x,y) = (aj,a2) + M(vi,v2) A € R

[ X =aj; +Avy
La seva equacio paramétrica és:  r:3 ambA € R.
L y=a + 7\,V2

[ un punt (Xo,yo0) €s de r < existeix una A de manera que substituint (Xo,yo) i A, €s
verifiquen les equacions.

POSSIBLES VARIETATS LINEALS DE R’.

A partir d'ara, sempre suposarem que som a I'espai afi R* que hi tenim fixat un
sistema de referéncia afi i que designarem els punts amb les coordenades (X,y,z).

En primer lloc, estudiarem quines son les possibles varietats lineals que podem
trobar a R*. Caldra fer-ho a partir de la dimensi6 del subespai director.

Si A=(a;,a2,a3) ésun punt que pertany a la varietat V i F el subespai director de V.

Si Dim F=0. F de dimensi6 0 = F={(0,0,0)}.
Per tant, la varietat és  V: (x,y,z) = (a1,a2,a3) + (0,0,0) = (a1,a,a3) = {punt}.

Si Dim F=1. F de dimensi6 1= una base de F és formada per un tnic vector
v :(Vl ,Vz,V3)¢(0,0,0).

Per tant la varietat és V: (x,y,z) = (a1,22,a3) + A(v1,v2,v3) amb AeR.
D'aquestes varietats, on la dimensi6 del subespai director és 1, se'n diuen rectes.

Si Dim F=2. F de dimensi6 2 = una base de F és formada per v = (vi,v2,v3) 1
w=(W1,W2,W3) , vectors linealment independents.

La varietat és: V: (X,y,2) = (a1,a,a3) + A(V1,V2,v3) + W(W1,wo,w3) A,peR.

De les varietats amb espai director de dimensio 2, se'n diuen plans.

Dim F=3. Si F és de dimensio 3, llavors F=R3, amb el que una varietat de dimensio
3, tot I'espai R°.
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RECTA.

Anomenem recta a tota varietat lineal de dimensié 1. Amb tot, podem donar el
concepte de recta d'una forma més intuitiva, que utilitza la idea de punts alineats.

PUNTS ALINEATS.

Donats tres punts A, B, C, diem que
A,BiC son alineats < els vectors AB i AC so6n linealment dependents <
< AB i AC son proporcionals.

— —

)] AD i AB no proporcionals
> ABD no alineats

—_—
AC i AB proporcionals
< ABC alineats

EQUACIONS VECTORIAL I PARAMETRICA.

Donats A i B son dos punts diferents, la recta per A 1 B és formada pels punts X de
manera que AX | AB son alineats i, per tant, A =)\AE.

Es a dir:

Si A=(aj,az,a3) 1 B=(b;,by,b3) A#B, larecta per A i B és formada pels (x,y,z) que
compleixen: (x-aj,y-a,z-a3) = A(b-a;,by-as,bz-a3)

ésadir rap: (X,¥,2) =(aj,az,a3) + M(bj-aj,br-az,bz-a3) A € R.
Del vector AB se'n diu vector director de la recta, i no pot ésser nul.

Una altra forma de definir la recta és:
Si A=(aj,a,a3) és un punt de R? i v =(v1,va,v3) # 0, la recta que passa per A ité la
direcci6 de v, és:
r: (X,y,2) = (aj,a2,a3) + M(vi,v2,v3) A€ R
que coneixem amb el nom d'equacio6 vectorial r.

Per decidir si un punt (Xo, Yo, Zo) és de la recta, n'hi ha prou en comprovar si existeix
una A , de manera que (Xo, Yo, Zo) = (a1,22,a3) + Ag(V1,V2,V3)
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Observeu que del vector v, sols ens interessa la seva direccio, i que el podem
substituir per qualsevol altre vector del subespai generat per v ; o el que €s el mateix,
per qualsevol vector proporcional a v .

Si ho expressem component a component, obtenim l'equacié paramétrica:
[x=a;+Av
r: 4y=a2+kvz A eR (D)
lz=as+Avs

[ xo= a;+Xo v
Un punt (Xo, yo, Zo) € r<> I de manera que % Yo=ay+ Ao V2
lzo=a3+ o vs

Exemple:
Considerem la recta r, que passa pel punt (1,-3, 2) i té la direccid del vector v=(0, 2,5).
La seva equaci6 vectorial és r: (x,y,2) =(1,-3,2) + 1 (0,2,5) ambA € R.

[x=1
Expressada en I'equaci6 parameétrica és  r: {y=-3+20 .
lz=2+5)
[1=1 = A pot ser qualsevol

Mirem si el punt (1, 2, 3) ésde . 12=3+20 =A=52
[3=2+5%  =a=1/5
= no hi ha cap A que verifiqui les tres igualtats simultaniament = (1, 2,3) ¢ r.

EQUACIO CONTINUA.
Siisolem la A de cada una de les equacions del sistema (1), obtenim:
X -a y-a Z - ajz
A= , A= , A=
Vi \%} V3
1 com que les A son iguals, obtenim I'equacié continua de r:
X -a; y-a Z - ajz
r = = =X\
A4 V2 V3
X - ap y-a Z-as
Un punt (Xo, yo, Zo) €T < = =
Vi \%) V3

Si I'expressem a partir de dos punts A # B, la recta és:
X -a y-a Z-as
I'AB- = = =LA
by - a by-a, bs-a;

Exemples:
L'equaci6 continua de la recta que passa per (1,2,3)1(2,-4, 1) és
x-1 y-2 z-3

-1 6 2
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L'equaci6 continua de la recta que passa per (1,-3, 2) i té la direccio de v=(0, 2,5)
x-1 y+3 z-2

0 2 5
on apareix un denominador nul; i en aquest cas sobreentenem que el seu numerador
també ¢€s nul.

EQUACIO REDUIDA.
X - ag Y-a Z - as
Donada la recta I = =
Vi V2 V3

la podem considerar com el sistema:

fx-al Z- a3 [ A4 Vi as

| = | X = z+a-

| Vi V3 | V3 V3

] ,que sivy#0,equival a {

| y-a Z- a3 | \'% Vo a3

| = |y= Z+ ap-

L V2 V3 L V3 V3
sistema que té 1'estructura

[ X=mz-+p
r 3 1 coneixem per equacio reduida de r.

ly=nz+q

Observacio: a partir de 1'equacio reduida d'una recta, en podem calcular la continua
o la vectorial tenint en compte que :
1

e Podem prendre com a vector director el (m,n,1), ja que (m,n,1) = (V1,v2,v3) .
V3
e Donant a la z un valor arbitrari, podem trobar un punt de la recta. Per exemple ,si

fem z=0, el punt (p,q,0) er.

En aquest cas, I'equacio continua de r, pot ser :

X-p y-q
r: = =z .
m n
[X=mﬁ+p
De manera analoga, quan v; # 0 = ] podent fer v=(m',1,n").
Lz=ﬂy+q
( y=m"x+p"
Iquan, vi#0 =1 3 on v=(1,m";n").

L Z:H"X‘f‘q"
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Exemple:

L'equaci6 continua de la recta que passa per (1,-3, 2) i té la direccio de v=(0, 2,5), ens
planteja el problema d'un denominador nul , i hem dit de solucionar-ho sobreentenent
que el seu numerador també és nul. Ara bé, la millor soluci6 és trobar la seva equacio
reduida.

Trobem, en primer lloc, 'equacié paramétrica:

fx=1
r:ly=-3+2%r.
lz=2+52x

Isolant A de la segona i tercera equaci6 i igualant tenim que:

[ x=1
| [x=1
r 3 y+3 z-2 = 9 =

| = Sy +15=22-4
L 2 5

1 per tant
[(x=1 [x=1

r: g obé 4

ly =2/52-19/5 lz=5/2y +19/2



h.itkur espai afi-10/22

EL PLA.

Anomenem pla a tota varietat lineal de dimensio 2.

EQUACIO VECTORIAL I PARAMETRICA.

Siguin A=(a;,a;,a3) un punt de R’ , V=(V1,V2,V3) 1 w=(W1,W2,W3) dos vectors
linealment independents; definim el pla © que passa pel punt A i té les direccions de
v 1w, com el conjunt de punts (X,y,z) que es poden expressar en la forma:

n:X=A+Av+tuw , amb A, pe R ,

és adir:
7 1 (X,Y,2) = (a1,22,a3) + M(V1,V2,V3) + W(wi,wa,w3) (1) .

Fet que equival a: el vector AX és combinacié lineal de v i w.,

Si expressem l'equacid (1) component a component, obtenim I'equacié paramétrica
den
(x=a1+7w1+pw1
3 y=a; + Avy + uwy (2)
Lz=a3+kv3+HW3

Un punt (X0,y0,Z0) € T <>
3 ko 1 po de manera que (Xo,yo,20) = (a1,82,33) + Ao(V1,V2,V3) + Lo(W1,W2,W3)

o bé:
( Xo=a; T Aovi + How
(X0,¥0,20) € T < 3 A1 Yo de manera que 4 yo = az + Aova + How2
L zo= a3+ Aovs + LoW3
Exemple:

Ens qliestionem si el punt (0,5,1) pertany al pla que passa per (1,1,1) 1 té les
direccions de (-1,2,0) 1 (0,-2,0).

Elplaés m: (x,y,2) = (1,1,1) + A(-1,2,0) + n(0,-2,0).

ComperA=1 ip=-1 el punt (0,51), compleix I'equacio de =, tenim que (0,5,1)em.
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EQUACIO GENERAL DEL PLA.

Considerem el pla w, que passa pel punt (aj,az,a3) i té les direccions de v =(v;,vz,v3) i
w=(W1,W2,W3); llavors, (x,y,z)en < existeixen A i p solucions del sistema:
X -a] = AvV] T uw;
1y -a=Ava + pws
Lz—a3=KV3+NW3
perser v i w linealm‘ent independents el rang A=2, i, per tant, el sistema té solucid
X -a Vi W1

& rang Am=2 < | y-a W wy | =0
‘ Z-as V3 W3 ‘
Operant | x Vi Wi | ‘al Vi W |
\y vi wal - la va wa|=0
Z V3 W3 | ‘ a V3 W3
1 finalment:
‘Vzwz‘ |V1W1| |V1W1‘ ‘31V1W1|
x| \-y| |+ z | |- layva wal =0
‘V3 W3‘ |V3W3| |V2W2‘ ‘33V3W3

que un cop operada, pren la forma:
Ax + By + Cz+ D=0 iconeixem amb el nom d' equacio general del pla.

Es clar que: un punt (Xo,y0,20) € T <> Axo+ Byo+ Cz+D=0.

Exemple:
Calculem I'equacio del pla que passa per (1,1,1) 1 té les direccions de (2,2,2) 1 (1,5,3)
Sera |x-1 2 1]
| y-12 5 |=0
lz-1 2 3]

Calculant el determinant i simplificant el resultat, obtenim: m: x +y-2z=0.

PUNTS COPLANARIS.

Donats quatre punts de I'espai A, B, Ci D, diem que sén coplanaris <> existeix un
pla w que conté els quatre punts.
A= (aj,az,a3), B= (b1,b2,b3), C= (¢1,¢2,¢3), D= (d;,d2,d3) son coplanaris <
a; Ay ajz 1
& |bi by by1 |
| ¢ ¢ el | =0
ldi d> d5 1 |
Ja que:
A, B, C, D coplanaris < existeix un plan : Ax + By + Cz+ D =0, de manera que
Aen,Ben,Cen iDen < 3 A, B, CiD no tots nuls i solucié del sistema:
(Aa; +Bay+Cay + D=0
| Ab; + Bb, + Cbs + D =0
{Ac; +Bc; +Ce3 + D=0
LAd] +Bd2+Cd3+D:0
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Per ser un sistema homogeni , tindrem que: ‘ a; a, az 1 |
| b by by 1]
admet solucid diferent de la trivial << és de rang 3 < ‘ ¢ci ¢ c3 1 | =0
| d d, d; 1]

EQUACIO D'UN PLA CONEGUTS TRES PUNTS.

Donats tres punts A= (aj,az,a3) , B=(by,ba,b3) 1 C=(cy,c2,¢3) no alineats (€s a dir de
manera que els vectors ABiAC siguin linealment independents), sempre existeix un
unic pla que els conté, i la seva equacio és:

‘ xy z 1 ‘
‘ a; a a3 1 ‘
| by by by 1| =0.
‘ cr ¢ ¢ 1 ‘

Ja que:
Per la propietat anterior, els punts X= (X,y,z), que son coplanaris amb A, B, C, sén
precisament els que compleixen aquesta condicio.

Es pot fer una interpretacié més geométrica raonant en la forma:
El pla buscat passara pel punt A i tindra per direccions la que va del punt A al punt B
ﬁTI§=(b1-a1,b2-a2,b3-a3) ila que vade A al punt C RZ(cl-al,cz-az,C3-a3); ¢és a dir el pla
per A,Bi1C ésel:

| X-a1

bi-a; ci-a |
m: det(x-a, A8 , AC )=0& | y-a; bp-a; cr-ap | =0.
z-a3 bz-a3 c3-as |

EQUACI() SEGMENTARIA DEL PLA.
Si un pla talla els eixos de coordenades en tres punts diferents (a,0,0), (0,b,0) i

(0,0,¢); la seva equacio és: z
1 [0.0,¢)

X y z
T + + =1,

a b c
i es coneix com a (0.b,0) 4
equacio segmentaria del pla. % Ta.0.0]
Ja que:
Si passa per (a,0,0) 0)1(0,0,c), la seva equacid és:

, (0,b,
x y z 1 |
a 0 0
0 b 0
0 0 ¢
Per ser els tres punts diferents, el producte abc#0, per tant dividint I'equacio per abc,
obtenim

I
1 I=0<:>bcx+acy+abz-abc=0.
1
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POSICIONS RELATIVES ENTRE VARIETATS.

Donades dues varietats lineals de R®, ens plantejarem ara quina posicié tenen l'una
respecte de l'altra. D'entrada ens caldra saber si tenen punts en coml o0 no, i per aixo,
estudiarem el sistema format per les equacions de les varietats i raonarem sobre les
seves possibles solucions.

PLA - PLA.

Siguin : Ax+By+Cz+D=0 i 1": A'x+B'y+C'z+D'=0 dos plans de l'espai R’ .
Estudiem la seva intersecci6, que seran les solucions del sistema:

[ Ax +By +Cz +D =0 [Ax+By+Cz=-D
AT o A
| A'x+B'y+C'z+D'=0 lA'x+B'y+C'z = -D'
Per decidir les possibles solucions, ens cal raonar sobre els rangs de les matrius
(A B C) (A B C | D)
M= | | iM'= | | |
\A" B' C') \a*B' C'| D'

Es poden produir les segiients possibilitats:

e rang M =2.
Condicio equivalenta: (A, B, C) i (A',B',C') no sén proporcionals.
Sirang M =2 = rang M '=2 = el sistema és compatible indeterminat amb
un grau de llibertat.

®: A+By+Cz+D=0

T I A'+B'y+C'z+

Si resolem el sistema, obtenim l'equacid reduida d'una recta; per aixo diem
que, els dos plans es tallen en una recta.
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e rangM=1 i rang M'=2.
A B C D

Condici6 equivalent a: .
A B' C' D'

Com rang M #rang M ' = sistema incompatible = no hi ha cap punt que
pertany a l'hora als dos plans.

Diem que els dos plans son paral-lels.

e rangM=1irang M'=1.
A B C D
Condicio equivalent a: = = = .
A B' C D'
El sistema ¢és compatible indeterminat amb dos graus de llibertat, i els dos
plans son el mateix pla.

Exemple:

Estudiarem la posicio relativa dels plans m1:3x +4y +2z=1 inp: 4x + 2y +az=3
en funcid del parametre a.

Com
3 4
—— #—— = m] 1 1) no s6n mai paral-lels = sempre tenen una recta en comu
4 2

RECTA - RECTA.

Siguin r i s les rectes d'equacions:
X -a y-a z-a3 X-bg y-by z-bs
r: = = 1 s = = ,
A4 V2 V3 up uz us

expressades a partir de 1'equacid parameétrica, son:

fx=al+kvl fx=b1+uu1
riy=at+iv, s:{ y=by+tpu
LZ:a3+7\,V3 LZ:b3+},lLl3

Si ara busquem els punts que tenen en comuris,
[ xo=a;+Aovi = b+ pou
(X0,Y0,Z0)E T M s <> 3 Ao, Mo tals que % yo=ay+AoVva = by+ pou
l zo=az+Xovs = by +pous
és a dir:
( 7\,V1 -uu1=b1 -a
hi ha interseccid < el sistema {2 Va -uup=by-a, admetsolucibenrip.
L 7\,V3 -uu3=b3-a3
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Discutim aquest sistema, per aixo cal considerar les matrius:

( Vi -Ug \ ( v -u ‘ by - a \
M=| v, -u | i M=1|v, -u ‘ by-a, |
\ V3 -u3 ) \ v -U3 ‘ bs - a3 )

es poden produir les segiients situacions:

e rangM=2 i rang M'=3.
Condicio equivalent a det(v, u, B )#0.

El sistema ¢és incompatible i les rectes no tenen
cap punt en comd.

Els vectors directors i el vector que va d'un
punt de la primera recta a la segona, son
linealment independents; i diem que les rectes
s'encreuen.

e rangM=2 i rang M'=2.

Condici6 que equival a det(V, i, AB )=0 i v, # linealment independents.
r

El sistema €és compatible determinat
1, per tant, les rectes tenen un nic
punt en comu.

Es diu que les rectes es tallen en un
punt.

e rangM=1 i rang M' =2,
Caracteritzat per: v i u proporcionals
mentre que, v i AB no proporcionals.
El sistema €s incompatible i les dues rectes
no tenen cap punt en comu; a més, com els
vectors v, # son proporcionals, tindrem que
les dues rectes tenen la mateixa direccio, 1
diem que ris son paral-leles.

e rangM=1 i rang M'=1.
v, 4 iAB son tots ells proporcionals, i les rectes r i s coincideixen.
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Exemple:

Estudiem la posicio6 relativa de les rectes:
r:(x,y,z) =(1,2,3) + M2,3,-1) 1 s:(x,y,2) =(2,2,3) + u(3,-6,2).

12 2 3|
Com det(AB,v i )= 1222 3 6| = 0 =risestallenoson paral-leles.
33 -1 2|
2 3 -1
Com els vectors directors no sén proporcionals # = =
3 -6 2

= no son paral-leles.
Per tant r 1 s tenen un punt en comu.

RECTES COPLANARIES.

Dues rectes es diuen coplanaries < existeix un pla que les conté a les dues.
Si les rectes son:
X - a; y-a Z - az X - b y-by z-bs
I = = S: = =
Vi ) V3 ug %) us3

r i scoplanaries < det(v,u LAB)=0.

PLA DETERMINAT PER DUES RECTES.
Dues rectes r i s ens determinen una pla < es tallen en un punt o, essent diferents,
son paral-leles.

PLA DETERMINAT PER DUES RECTES QUE ES TALLEN.
Si les rectes son:
X - 4y y-a Z-as X - b y-by z-bs
r: = = S: = =
Vi V2 V3 uj Y) u3

Si ris es tallen en un punt, el pla que determinen passara pel punt A ( o si es vol B
) 1 tindra les direccions de ris.
Es a dir, el pla ve determinat pel punt A i els vectors v i i.
Per tant
‘ X-a; Vi U
| y-a v2 uy | =0
‘ X-az V3 W3
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Exemple:

Decidiu si les rectes seglients determinen un pla. En cas afirmatiu trobeu-ne
l'equacio.
r:(x,y,z) =(1,2,3) + M2,3,-1) 1 s:(x,y,2) =(2,2,3) + u(3,-6,2).

Estudiem en primer lloc la posicio relativa entre r i s:

12 2 3]
Com det(ﬁ,ﬁ,ﬁ )= ‘ 2-2 3 -6 | = 0 = rises tallen o s6 paral-leles.
33 -1 2|
2 3 -1
Els vectors directors no sén proporcionals # = =
3 -6 2

= risnoson paral-leles.
Per tant r i s tenen un punt en comi = r i s determinen un pla.

Trobem el pla que determinen:

| x-1 2 3|
T |y—2 3 —6‘20:>n:—7y—212+77=0:>7t:y+3z—11=O.
|23 -1 2|

PLA DETERMINAT PER DUES RECTES PARAL-LELES.
Donades les rectes
X -a y-a Z-a3 X -bg y-by Z - bs
r: = = 1 S: = =
Vi Va V3 up U us3

si ri son paral-leles, el pla que determinen passara pels punt A i B ( per tant, tindra
la direcci6 del vector AB ) 1 també¢ tindra la direccio del vector v (o la del vector u,
que ¢s la mateixa).

| X-a; Vi bi-a |
Per tant el plaque cont¢ arias és: T | y-a, V2 b,-a, | =0

| X-a3 V3 bs-a; |

RECTA - PLA.
Considerem el pla ©: Ax + By + Cz+ D =0 1larecta d'equacié parametrica:
[x=a,+Av,

4 y=atAv,

lz= a3+ A v
Per estudiar la possible interseccid entre ells ens cal plantejar el sistema de les seves
equacions. Si fem la substitucio, la interseccio es correspon a les solucions de
l'equacio:
A(a1+7w1)+B(a2+7w2)+C(a3+7»V3)+D =0 Aa1 + Baz + Ca3 +D+ 7L(AV1+V2+V3) =
0

= MAvVtBv,+Cv;) = -(Aa; + Ba, + Caz + D) (1)
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Abans de veure'n les solucions, mirem quina interpretacio es pot fer de cada
membre:
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u W2|

‘ | | u; wi ‘
ﬁiWsénlesdireccionsden:AZ‘ , B=- | | iC=| ‘
‘ u3 W3| | u3 W3| | up Wz‘
amb el que:
‘U2W2| ‘U1W1| ‘ulwl‘ ‘Vlulwl‘
Av+Bv,+Cvs = vy | |- vy | |+ vs | | = v, w wol =
113W3| ‘U3W3| ‘uzwz‘ ‘Vsuzws‘

—det (V, ii, ).

Per altra banda, el segon membre, correspon a comprovar si el punt A pertany al pla
0 no, segons el seu valor sigui zero o no.

Estudiem ara la compatibilitat de 1'equaci6, es poden produir les segiients situacions:

e Si Avi+Bv,+Cvz #0. Queequivala det(v,u,w)#0.

r

-(Aa; + Ba, + Caz + D)

Llavors A=
AV1+BV2+CV3

x I I'equaci6 admet solucio Unica.
La recta i el pla tenen un Gnic punt en comt
,1 diem que:
r és incident al pla « .

e Si Avi+Bv,+Cv3; = 0.
det (v, u, w) =0 < vector director de r és comb lin dels vect direct de = .
En aquest cas, hem de distingir dues possibilitats:
e Aa;+Ba+Caz+D =0
L'equaci6 no admet solucio

amb el que la recta i el pla h -
no tenen cap punt en comu i
diem que x

r i son paral-lels. é‘u“:
v

L4 Aa1+Baz+Ca3+D=0 .

x Qualsevol valor de A, compleix
l'equacié = tot punt de la recta
r compleix l'equaci6 del pla = la recta és
v dintreel pla.rcm.
AN A
u —-
BA
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En resum, la posicio entre la recta x =A + Av i el pla Ax+By+Cz+D=0 és:

Avi+Bvy+Cvs # 0 r i m es tallen en un punt r és incident
am
Avi+Bv;+Cv; =0 r 17 no tenen cap punt en comu rés
1 Aa;tBay+Casz+D=0 paral-lelaa
Avi+Bv;+Cv; =0 r 1 7 tenen infinits punts en comu rinclosaan
1 Aa;+BatCaz+tD =0

Exemple:

Consideremel pla n: x+2y+3z+2=0 1la familiaderectes 1,: x=ay=2z.
Estudiem la posicio6 relativa de 7 ir, en funci6 del parametre.

El vector director de r, és (1, 1/a11/2); vector que, com a vector director, és
equivalent al v =(2a,2,a).
Es clar que un punt de r, és el (0,0,0).

Pel que fa al pla, vector n=(A,B,C) =(1,2,3).

Estudiem l'expressio Av;+Bv;+Cvs .
Avi+Bvy+Cv; = 1-2a+2-2+3-a=4+5a< 4+5 =0<a=-5/4.
Per tant:
e Sia=#-5/4= r,imes tallen en un punt.
e Sia=-5/4= Aa+tBa,+Ca;+tD=10+2:0+3-0+2=2#0= rparallelaar.

FEIXOS DE PLANS.

FEIX DE PLANS PARAL-LELS.

Anomenem feix de plans paral-lels el conjunt de tots els plans paral-lels entre ells.
Aquest conjunt sempre es pot expressar a partir de I'equacio:

Ax+By+Cz+A=0 amb AeR
on per a cada valor de A, trobem un
unic pla del feix, 1 al revés, per a
cada pla trobem una tnica A que
determina l'equacio.

NN

Trobem el pla paral-lela x + 2y - 5z=1, que passa per l'origen de coordenades.

El pla buscat té la forma x + 2y -5z =D, per una certa D.
Com passa per (0,0,0) = 0+2:0-50=D=D=0.
Per tant sera el pla x+2y-5z=0.
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FEIX DE PLANS D'ARESTA UNA RECTA.

(Ax+By+Cz+D=0 4/
Donada larecta 1: 4

LA‘X+B'y+C'z+D'=0

Anomenem feix de plans d'aresta r, al conjunt
de plans que contenen la recta r.

Tot pla que passa per 1, es pot expressar com

(AA+pA" )X HAB+uB")y + (AC+uC')z + AD+uD'=0 per a certes A, .

Ja que:

Siun pla té la forma m: (AA+pA")x +(AB+uB')y + (AC+uC")z + AD+uD'=0 ,

operant ens queda: A (Ax+By+Cz+D)+u(Ax+By+Cz+D'")=0,

amb el que: tot punt de la recta r compleix 1'equaci6 del pla, dons és A-0 +p-0 =0 =
= r c = el pla w és del feix de plans d'aresta r.

Per altra banda, siunplan: A"x+B"y+C"z+ D" ,ésdel feix =>rcn=
= el sistema format per les equacions de la recta i1 I'equacio del pla és
compatible indeterminat = 1'equaci6 del pla és combinacid lineal de les
equacions de la recta.

Observacio:

Quan un dels dos parametres ¢és diferent de zero, (per exemple A#0) podem dividir
l'expressiod per aquest parametre i obtenim:

(A+u/AANX HB+u/AB")y + (C+u/ACYz + D+W/AD'=0 peR
1 anomenant v al quocient WA, I'equacio del feix és:

(A+vA')x +(B+vB')y + (C+vC"z + D+vD'=0 amb veR.

Exemple:

Trobeu l'equaci6 del pla que passa pel punt de coordenades (1,2,3) i per la recta
interseccié dels plans m:2x-3y+z=1 i n:x+y-z=3.

El pla buscat conté la recta © N ' = sera un pla del feix de plans d'aresta aquesta
recta; per tant el pla buscat té la forma :

2+v)x + (-:3+v)y + (1-v)z=1+3v  (1).
Si passa per ( 1,2,3) = (2+v)-1 + (-3+v)2 + (1-v):3 = 1+3v

= 2-6F3 +(1+2-3)v=1+3v = -2=3v = v=-2/3.

Substituint a (1) : (2-2/3)x + (-3-2/3)y + (1+2/3)z =1 +3(-2/3),
ésadir 4/3x -11/3y+5/3z=-1;

amb el que el pla buscatésel 4x-1ly+5z=-3.
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INTERPRETACIO GEOMETRICA D'UN SISTEMADE 3x3.

Quan tenim un sistema de tres equacions amb tres incognites, sempre podem
identificar cada una de les equacions amb 1'equaci6 d'un pla.
Per tant:

(x,y,z) és solucio del sistema <> verifica les tres equacions simultaniament .

Tindrem que:
(x,y,z) és solucio del sistema <> el punt (X,y,z) pertany a 1'hora als tres plans.

Exemple:
[2y-2z=1
Estudiem i interpretem geométricament el sistema lineal 3 3x +z =4
L12x+4y=a
(0 2 2 1)
La seva matriu ampliada és A'= |3 0 1 4|
(12 4 0 a)
Estudiem rang A.
lo 2 -2
detA= |3 0 1]|=0+24-24=0=>rangA=3 |
12 3 0] o 2] t=rang A=2.
3 0] =620 J
Com
12 2] 0 1 2] lo 2 1|
M= |4 0 1]=2a-36. Mo=13 4 1 |=-6a+108 iM3= |3 0 4 |=108 - 6a.
la 4 0| 12a 0| 112 4 a
Tenim que:

o Sia#l8 = M; # 0 = rang A' = 3 = el sistema és incompatible = els tres plans
no tenen cap punt en comu.
e Sia=18=M; =M=M3;=0=rang A'#3.
Coma?2=rang A <rang A'#3 = rang A =rang A' =2.
Per tant és un sistema compatible indeterminat amb un grau de llibertat.
Geometricament, tenim que els tres plans tenen una recta en comu.



