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VECTORS LLIURES DEL PLA.

CONCEPTE DE VECTOR FIX DEL PLA.

Si A i B son dos punts del pla ordinari, anomenem vector fix de A a B, al segment orientat
que va del punt A al punt B. Aquest vector s'acostuma a designar per AE.

B El punt A, primer punt del vector fix &8, es diu
i origen de AB iel punt B es diu extrem .
.ﬁ.//
C De la longitud del segment &8, en diem modul.

W)
La direccio del vector, és la de les rectes
paral-leles a la que passaper AiB ;iel sentit

¢s el que va de l'origen a I'extrem.

EQUIPOL-LENCIA DE VECTORS FIXOS DEL PLA.

Quan tenim AB i CD dos vectors fixos del pla, diem que:
AB i CD son equipol-lents < AB=CD <es compleix alguna de les condicions segiients:
*  La figura ABDC és un paral-lelogram. D
* A=B 1 C=D (A_Ig iTO sén vectors nuls).
*  Existeix un tercer vector fix ﬁ, de manera
que ABFE 1 CDFE s6n dos paral-lelograms.

La relaci6 d'equipol-léncia és una relaci6 d'equivaléncia, doncs &
compleix les propietats
reflexiva: Tot vector és equipol-lent a si mateix .

simétrica: AB =CD = CO = AB.
transitiva: AB=CD i CD =EF =>AB =EF .

ELS VECTORS LLIURES DEL PLA.

Per ser = una relaci6 d'equivaléncia, podrem considerar les classes d'equivaléncia, formades
per tots els vectors que son equipol-lents entre ells:

classe AB = [AB] = {W equipol-lent a iB }

De cada una d'aquestes classes d'equivaléncia, en diem vector lliure i l'acostumem a
representar en la forma v .

Observeu que:
e Per referir-nos a v ho podem fer amb qualsevol dels vectors fixos de la classe
d'equipol-léncia de AB .
e Fixat un punt P, per qualsevol vector lliure v que considerem , sempre podem
trobar un punt Q de manera que v = [ﬁ] .
e Donats v =[AB] i @& =[CD]
V=i < [AB]=[CD] <@AB=CD.
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SUMA DE VECTORS LLIURES.

Siguin v = [A_ﬂ liu= [ﬁ] dos vectors lliures del pla, definim v + # , seguint el seglient

procediment:
Busquem un vector fix de la classe de 1, que tingui per origen l'extrem del
representant de la classe v, en aquest cas el punt B, i tindrem que 4 = [BE ].
Llavors definim lasuma v + u = [ﬁ] + [ﬁ] = [EI'-_' ].

B

=l

Es facil veure que els vectors lliures del pla amb la suma compleixen les segiients
propietats:
e Associativa: i +(V + w)=(u +v)+ w.
e Commutativa: u +v =V + u .
Existeix element neutre: 0= [H] .
Existeix element oposat: i = [ﬁTIi] =>-u = [Eﬁ] .

Per tant els vectors lliures del pla amb la suma so6n un grup abelia.

PRODUCTE PER ESCALARS.

Donat # un vector lliure del pla, definim el producte del vector # per un nombre de la
segiient forma:

e Sinésnatural n u =1u +..+ # =sumarncops u .
e Si nés enter nu=u+..+u quann =0
n u=(-u)+..+(-u) quan n <0.
. u .
e Si q#0=>—=w demaneraqueqw = u .

q

o Si résracional r=2 = ru=p
q

Q| =y

e Si Aésreal = A =Ilimr, amb ry racionals definim doncs Au =limryu .

PROPIETATS.

El conjunt dels vectors lliures del pla, amb aquest producte per escalars, compleixen les
segiients propietats:

e Distributiva respecte la suma de vectors: Mu+v)=Au+rA Vv
e Distributiva respecte la suma de reals: A+ =\ u+piu
e Associabilitat mixta: Mp u)=OAwu

15 =7



h.itkur espais vectorials 3/9

VECTORS LLIURES DE L'ESPAI.

Per tal de construir el conjunt dels vectors lliures de I'espai, seguim el mateix procés que
hem utilitzat pels vectors lliures del pla.

VECTOR FIX DE L'ESPALI

Donats dos punts A i B de l'espai ordinari, anomenem vector fix d'origen A i extrem B, al
parell ordenat (A,B) aquest vector s'acostuma a designar per AB.

Del primer punt del vector fix A8 en diem origen i del segon punt en diem extrem. De la
longitud del segment AB, en diem modul.

La direccio del vector, és la de les rectes paral-leles a la recta que passa per A i B i el sentit
¢s el que va de l'origen a 'extrem.

EQUIPOL.LENCIA DE VECTORS FIXOS DE L'ESPAI.
Donats AB i €O dos vectors fixos de l'espai, diem que:

AR i CD son equipol-lents AB D <o es compleix alguna de les condicions segiients:
e La figura ABDC és un paral-lelogram.
e A=B i C=D (A_Ig i O sén vectors nuls).
e Existeix un tercer vector fix EF, de manera que ABFE i1 CDFE soén dos
paral-lelograms.
Es facil de comprovar que la relacié d'equipol-léncia compleix les propietats:
= reflexiva: tot vector és equipol-lent a ell mateix .
= simétrica: AB = CD = CD = AB .
= transitiva: AB =CDiCD =EF = AB = EF .
1, per tant, que ¢és una relacid d'equivaléncia. Podem aixi considerar les classes
d'equipol-léncia, cada una de les quals esta formada per tots els vectors que sén
equipol-lents entre ells:

classe AB = [AB]= {X¥ equipol-lent a AB }

ELS VECTORS LLIURES DE L'ESPALI

Anomenem vector lliure de l'espai a cada una de les classes d'equipol-léncia de vectors
fixos de I'espai. Els designarem en la forma v .

e Per referir-nos a v ho podem fer amb qualsevol dels vectors fixos de la classe
d'equipol-léncia de AB .

e Fixat un punt P, per qualsevol vector lliure v | sempre podem trobar un altre punt
Q de maneraque v = [ﬂ] .

i = [CD]
< [AB]=[CD] < AB=CD .

SUMA DE VECTORS LLIURES DE L'ESPAI.

Siguin v = [AB] i @ = [CD] dos vectors lliures de 'espai, definim la suma v + 4 ,
seguint el segiient procediment:
Busquem un vector fix de la classe de #, que tingui per origen l'extrem del
representant de la classe Vv, en aquest cas el punt B, 1 tindrem que u = [BE].
Llavors definim la suma v + i = [AB] + [BE] = [2F ].

e Donats v =[AB] i
V=1
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u
c

Es facil veure que, els vectors lliures del pla amb la suma compleixen les segiients
propietats:

e Associativa: i +(V + w)=(u +v)+ w .

e Commutativa: u +v =v + u .

e Existeix element neutre: 0= [Elf] .

e Existeix element oposat: v = [A_Ii] =-v = [EE] .
amb el que els vectors lliures de I'espai tenen 1'estructura de grup abelia.

PRODUCTE PER ESCALARS.

Donat u un vector lliure de I'espai, definim el producte del vector # per un nombre,
seguint el mateix métode que pels vectors lliures del pla, és a dir:

e Sinésnatural n # =1u +..+ 4 =sumarncops u .
e Si nés enter nu=u+..+4 quan n >0
n 4=(-u)+t..+(-u) quan n <0.

Si q¢0:>z=ﬁ/ de manera que qw = 1 .
q

e Sirésracional r=— =>ru=p

Qo
Q| =y

Si Aésreal = A=Ilimr, amb ry racionals definim doncs Au =limryu .

PROPIETATS.

El conjunt dels vectors lliures de I'espai, amb aquest producte per escalars, compleix les
seglients propietats:

e Distributiva respecte la suma de vectors:
Mu+V)y=Au+rv

e Distributiva respecte la suma de reals:
A+ u=Au+pu

e Associabilitat mixta:
Mp u)=pu

e 1 Vv=yv
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ESPAI VECTORIAL.

CONCEPTE.

Anomenem R-espai vectorial a l'estructura formada per un conjunt E # J i el cos dels reals
R, de manera que:

(E,+) és un grup abelia 1 existeix una operacid externa RXE———— E
A, v) — AV
que compleix les seglients és propietats:
[el] v,ueR i v €E A+ v=»Av +puv
[e2] A eR i Vv,weE My +w)= AV +Aw
[e3] A,ueR 1 v €E AMu(v))=(Ap) v
[ed] Vv €E Iv=yv

Recordem que dels elements de E, en diem vectors 1 que dels de R en diem escalars, per
aixo aquesta aplicaci6 rep el nom de producte per escalars.

Exemples:

e El conjunt R és un R espai vectorial.
e El conjunt C dels nombres complexos €s un R espai vectorial.
e El conjunt dels polinomis amb coeficients reals de grau < n és un R espai
vectorial.
¢ FEl conjunt de vectors lliures del pla és R espai vectorial.
e R"={(aj,ay,...,an)/a5,a, ..., a, € R}
amb la suma  (aj,a,..,an) + (by,by,..,by) = (a;+by,a+bs,..,antby)
i el producte per escalars A (aj,as,...,a,) = (Aaj,Aay,...,Aa,)
¢s un R espai vectorial.

PROPIETATS IMMEDIATES:
Si (E,+) és un R espai vectorial es compleix que:
e 0V =0 .
Jaque 0¥ =(0+0) v =0v +0¥ = 0¥ = 0.
e L0 =0.
Jaque A0 =A(0+0)=A0 +10 =210 =0

e Av=0=>A=0 o v =0.
Ja que siA=0 esta demostrada la propietat
si A#0 = existeix 1/L € R , operant per 1/A
A V)=1/00 = (/MWL 7=0=1-¥=0 = v=0.
-Hv=-v.
Jaque v+(-1)¥ =(1-1)¥ =0¥ = 0 = l'oposatde v és (-1) v .
AWw=AV iA£0> w =V,
Jaque si A # 0= existeix I/L € R per tant
w=((1/A) M) w=1AAw)=1AMAV)=((1/AN)N) Vv =V.
e AV=pv i v£0 = A=p.
Jaque AV =pv = AV -uv =0 =-p) v =01
perhipotesi v # 0 = A-pu=0 =>A=p.
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SUBESPAIS VECTORIALS.

Sigui (E,+) un R espai vectorial i S un subconjunt de E

Diem que S és un subespai vectorial de E < S és un R espai vectorial amb la suma i el
producte per escalars induits per E en S.

Exemples:

e S={(x,y)/ 3x+2y=0} és subespai vectorial de R” .

o S={(x,y,z)/ x+y+z=0} és subespai de R’ .

e Ei {0} sempre son subespais de l'espai E, per la qual cosa reben el nom de
subespais impropis.

PROPIETAT.

S c E és un subespai vectorial < [s1] S #J
[s2] w,w eS=>w+v eS
[s3] AeRiv eS=>Av €8
Demostracio:
= Es evident.
< Per [s2]la suma €s una operacié interna a S.
Com tot element de S és també element de E, tindrem que: la suma d'elements de S
¢€s associativa i commutativa.
Com S # @ = existeix v € Siper[s3] 0 =0V €S
= lasumaa S té element neutre.
SiveS,per[s3] -v=(-1) v €S, amb el que, tot element de S, té oposata S
Aixi doncs S amb la suma induida és un grup abelia.
Per altra banda, tot element de S és també element de E, els elements de S compliran
les propietats del producte escalar induit.

Es relativament facil de comprovar que:
Si S;1iS; son subespais de E = S; N S; és subespai de E .

COMBINACIO LINEAL

Sigui (E,+) un R espai vectoriali v, va,..., v, € E 1 u € E ,diem que

u és combinacio lineal de v, v ,,..., vV, < existeixen A,A;,...,A; € R tals que

n
U =7\,1\71+7\.2\72+..+7\.n17n =Z)¥i‘7i
i=1

Exemples:
e AR’ el vector (4,2) és combinaci6 lineal de (1,-1) i (2,4)
doncs: (4,2)=2(1,-1)+1(24).
e A tot R espai vectorial E, el vector 0 sempre és combinacio lineal de qualsevol conjunt
de vectors no buit, doncs: 0=0V,+0vV,+.+0v, .
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INDEPENDENCIA LINEAL-DEPENDENCIA LINEAL

Si(E,¥)ésunRespvect iS={ v, v2,..., v, } conjunt de vectors de E , diem que:
S és un sistema linealment independent o lliure o que
Vis V2, e s VpsOn linealment independents < per que una combinacié lineal amb
aquests vectors sigui 0, tots els escalars han de ser zero .
Es a dir:
V1, V29eees ¥V $0N linealment independents <
[AMVi+Av, it AV, = 6 |=2M=0,A=0,..,A,=0

S és un sistema linealment dependent o lligat o que
V1s Vg Vp sOn linealment dependents < existeixen A;, A; ..., A, DO tots nuls de
manera que Avi+Ava+.a.+Av,=0.

Observeu que un sistema de vectors és linealment dependent <> no son linealment
independents.

PROPIETATS.

S={V 1, V24.., Vu} sistema de vectors de E, R espai vectorial
S és Linealment Dependent < existeix v; € S tal que V; és combinacio lineal dels
altres vectors del sistema .

Ja que:
< Si aquest v; ¢és el que ocupa el primer lloc, si no és aixi reordenant el conjunt
aconseguim que sigui el primer .
Pertant V=2V, +MV3+. + AV, ;

si ho passem tot al mateix membre, 0 =1V -AV2-A3V3-.. -V =
obtenint una combinacid lineal que doéna 0. on no tots els escalars son 0 = sén LD.

=  Sielsistema és LD = existeixen Aj, As,.., Ay € R, no tots nuls, de manera

que 7\,1\714'7\,2\724'.."'7\.“\711:6 (1)
Suposem que la A # 0 és la A; , si no fos aixi reordenant el sistema ho
aconseguiriem.

Com A; # 0 = existeix 1/A; eR .
Si multipliquem escalarment l'equacié (1) per 1/A; tenim que
MMV A/ Voot Al /M V=0 = 19 +ho/A Vo +.F A/l V= 0,
1isolant v ; obtenim:
\7 1= -7\,2/7\,1 \72 . 7\,n/7\,1 ‘7n
Amb el que v | és combinacio lineal dels altres vectors del sistema.

Com a conseqiiéncia d'aquesta propietat, podem afirmar que:

e Tot sistema que contingui el vector 0ésLD.
Doncs el 0 sempre és combinacié lineal de qualsevol sistema, amb el que, sempre
hi ha un vector combinaci6 lineal dels altres vectors del sistema.

e Si S;i S;so6n dos sistemes de vectors i S;c S, i Sy és LD= S; és LD.

e Si S;1iS;s0ndos sistemes de vectors i S, S11S;és LI= S, és LI.
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GENERADORS

Sigui (E,+) un R espai vectorial

Diem que S={ V 1, V 2,..., V n} €s un sistema de generadors de E

& tot vector de E es pot expressar com a combinacié lineal dels elements de S.
S VieE Ih,A.,Ap € Rdemaneraque i =Avi+A v+ +A,V,.

Donat C subconjunt de E, el conjunt format per tots els vectors que es poden posar com a
combinacio lineal dels elements de C, és un subespai vectorial de E, que en diem subespai
generat per C.

Es diu que un espai €s de generacio finita si admet un nombre finit de generadors.

Es pot comprovar que:
Si S;1i S; son dos sistemes de vectors S; < S; i S; generadors = S, generadors .

BASE I DIMENSIO - COMPONENTS D'UN VECTOR .

Donat (E,+) espai vectorial i B={¢ |,€1,..,€ ,} un sistema de vectors de E diem que:

€1y €250 €y SON una base de E & ¢4, €3,..., €, son linealment independents i
generadors de E .

Anomenem dimensio de I'espai vectorial E, al numero de vectors que té una base.

El teorema de Steinitz, ens garanteix que totes les bases d'un espai vectorial, tenen sempre
el mateix nimero de vectors. Per tant la dimensid d'un espai vectorial no depen de la base
escollida.

Anomenem rang d'un sistema de vectors a la dimensio del subespai vectorial que generen.

COMPONENTS D'UN VECTOR EN UNA BASE

Si ey, €2,..,e, €ésunabase de E = tot vector v € E, es pot posar de forma tnica com
combinacio lineal d'aquesta base.
Es a dir:

Si €1, €2,...,¢ n SON base, per a tot v € E existeixen unes tuniques A;,Az,...,A, € R tals
que Vv=Meé1+Mér+.F+A€én.

D'aquestes Uniques A, Ay, ..., A, associades al vector v, en diem components del vector v
en la base e 1,€ 7,...,€ , 1 ho representem per v = (A1,A2,...,An) .

Ja que:
Considerem v € E.
Per ser les (e ;) base = son generadors = existeixen Aj,Az,..., A, de manera que
Vv=Ae|t+the,t+.the, 1).
Si aquesta representacié no fos unica llavors podriem fer
\_/.Zulé.]‘i‘uzéz‘f‘..‘i‘unén (2)
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restant terme a terme I'equacio (2) de la (1) obtenim :
0=7-V=0um) &1+ Rata) €2+ ..+ (hartn) €
que és una combinacio lineal de les € ; , que dona 0.
Pero les (e i ) son base i per tant son L I = tots els escalars son zero =
(7»1-u1)=0,(7»2-u2)=0,...,(Kn-un)=0=> 7\,1:}11 ,7\42:M2,--,7\4n:lln;
amb el que , la representacié de v com a combinacid lineal de la base, és tnica.

Fixada ¢ ,€62, ... ,é, base de E R-esp vect, podem identificar cada vector amb les
seves n components en aquesta base, i per tant podem identificar E amb R".

Exemple:

A l'espai vectorial P, ={polinomis de grau < n amb coeficients reals}, els polinomis
po(X)=1, p1 (X)=x , pa(x) = X*,...,pn (X)=x" s0n una base de P,. Es facil de veure que, en
aquesta base, podem identificar cada polinomi p(x) =Ao+ A x +.. + A, x" amb (Ao, Ay,
. ) € R



