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DETEMINANTS

Els determinants ens interessen de manera purament practica; per aixo molts dels resultats
sols els enunciarem i deixant per altres cursos la seva demostracio.

CONCEPTES PREVIS.

Donats 1,2,..,n nimeros naturals, sabem que una permutaci6 és una aplicaci6 bijectiva entre
aquests mateixos nimeros, que provoca una nova ordenacio entre ells. Per exemple p
passa de (1,2,3,4) a (2,1,3,4), p és una permutacid de 4 elements, on

p(1)=2, p(2)=1, p(3)=3 i p(4)=4 .

Si p és una permutacié de n elements, s'acostuma a escriure com kj,ko,....k, on ki=p(i).
Aixi a la permutaci6 anterior k; =2 ,k,=1,k;=31ky=4.

Inversio: donada kj,k;,...,k, una permutacio, diem que:
kiik; estaneninversio <& 1<) 1 k; esta després de k; .

Per exemple a la permutacié (2,1,3,4), el 2 1l'l estan invertits.
L' index d'una permutacié és (-1) €, on ¢ és el numero d'inversions que té.

Representarem 1'index d'una permutacio en la forma i(p).

DETERMINANT.

Donem ara el concepte de determinant d'una matriu quadrada.
( ai1 a2 ... @

i
A= |
)

K anl an2 Ann
Definim:
| a1 an a1n |
| A1 A2 .. A |
det (A) = | A | =| ... | = 2(p) a1p1) 22p2) -+ Anp(n)
| | p € permutacions de 1,...,n
| am  an ann |

Si identifiquem cada columna de la matriu amb un vector de R", podem parlar del
determinant de n vectors.

Mirem el funcionament del determinant pels ordres 1, 2 1 3:

Quan n=1
La matriu A té un sol element = A =(a)
Amb el conjunt {1}, sols es pot formar una permutacio, la p(1) = 1;
1 evidentment no té cap inversio, per tant la permutacié €s d'index 1.
Per tant det (A) =a.



h.itkur determinants- 2/8

Per n=2 ( arg alz\
Lamatriu Aés A= | |

\ a1 a )

Amb el conjunt {1, 2} es poden formar les segilients permutacions,
(1,2) permutacié que no té inversions = d'index 1
(2, 1) permutacio que té€ una inversi6 = index -1
I per tant el determinant de 2x2 és:
| ari a2 |

det A=] |=ajan +(-1)anan =aj an - apay
| b3} az |
1 3) |1 3]
Per exemple el determinant de | | és: | | =14-32=-2.

2 4) |2 4|
Sin=3 ([ an ap a3 )
LamatriuAés A= | ay axn ax |
\ asz) as; 333)

Les permutacions del conjunt {1, 2, 3} son

(1,2,3) amb cap inversid6 = = index= (-1)0=1
(1,3,2) amb una inversio = index = (-1)! = -1
2,1,3) amb una inversio = index = (-1)! =-1
(2,3, 1) amb dues inversions = index =(-1)2=1
3,1,2) amb dues inversions = index =(-1)2=1
3,2,1) amb tres inversions = index =(-1)3=-1

Per tant el determinant d'ordre 3 és:
| a11 a2 413 |
det A=| ay a»n an |=
| a3; az  ass |
=aj;axp as; -aj; a3 a3 - ap a2 33 tap A az a3 ax an - 413 A az=
=ajaxas tapaaz tajzayan-asaxas -apaxsas - ap ) ass

Expressid que es coneix com a Regla de Sarrus.

Es facil de recordar amb I'esquema segiient:

1010 T2 e |
iR _ T2y — ai
1010 a d 7 /BRI
Exemple:
1 4 7|
det A= IZ 5 8 I: 1-:59+483+267-753-186-429=0.
3 6 9
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PROPIETATS DELS DETERMINANTS.

El determinant d'una matriu A és igual al determinant de la seva transposada.

det A =det At
(on At és la matriu que resulta de canviar les files per les columnes)

Es a dir:

Si a una matriu li canviem les files per les columnes, el valor del seu determinant no
varia.

| a1 an adin | | a1 az an] |
| a1 axp Aon | | a2 a2 ... aAn2 |
T = | |
| | | |
| anl an2 ann | | aln Aon ann |

Ho raonarem solament pels ordres 1,213

Per n=1 és evident.

Per n=2 | ay an | | ay
| |:a11azz - apad Tapjax - aran= | |
| a1 ax | | an a |
Per n=3
| aj; a2 a3 |
det A= ay an an |=ajanass +anarnas +asaan
| az1 asz asjz | - a3 az azr -ap azz asz - 4z 21 as3
| ajp a1 asp |
det At=| a;; an asn |=aj anas +ay ay a3+ az anp ax
| aj3 a3 asjs | -asp a2 413 -4 as24azsz - 4z; 412 as3

que per la commutabilitat de la suma i del producte de reals, son iguals.

Observeu que:

D'aquest resultat se'n dedueix que totes les propietats dels determinants que siguin valides
per a les files, també ho seran per les columnes. Per aix0 s'acostumen a enunciar com a
propietats de les linies.

Si una matriu quadrada té una linia formada exclusivament per zeros, el valor del
determinant és 0.

Es a dir:
Ja que:
Suposem que la linia de zeros és una columna, llavors com el determinant és la suma d'uns
productes formats per n elements, un de cada columna. Per tant cada producte t€¢ un element
de la columna de zeros, amb el que aquests productes seran tots 0.

—

det(¥,,...0,...9.)=0.
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Si una matriu té zeros sota de la diagonal principal, el valor del seu determinant és el
producte dels elements de la diagonal principal.

Ja que:
| a1 ap Ain |
| 0 a aon |
det (A) = ‘ A | = | ............ | = Zl(p) A1p(1) A2p(2) -- Anp(n) =
T | p € permutacions de 1,...,n
0 0 .. am |

=ay] ax ...an, T 2 productes on tots tenen un factor que esta sota de la diagonal =
=ay;a» ... + 2 productes on tots tenen un factor 0 = a;; a; ...an, -

Si permutem entre si dues linies, el resultat del determinant, varia de signe.
Es a dir: det(V,,...,V;,...,V,,00,) = = det(ﬁl,...,ﬁj,...,v.,...ﬁn) .

Es evident, doncs si canviem entre elles dues columnes, estem realitzant una inversio a
cada una de les permutacions de n elements; amb el que variem tots els signes dels indexs
de les permutacions que defineixen el determinant.

Si multipliquem per A tots els elements d'una linia, el valor del determinant queda
multiplicat per A .

Es a dir det (V,,...,40,,....V,) = A det (V,...,V,,....Y, ) .
Ja que: | a; Aap .. ap |
| an Aayn .. am |
det (¥, 4, ,..¥,)= | ... | = Zi(p) aipmyh 82p(2) -+ Anp(n) =
EEEEREEEEEEI p € permutacions de 1,...,n
| ani 7\‘anZ adnn |
fent A factor comu | an an am |
| 1 axn d2n |
= AYi(P) A1p(1) B2p2) Anpm) =A | o | =X det (¥,,7,,,.....7,)
| anl an2 dnn |

Si els elements d'una linia, s'expressen com a suma de dos, el determinant es pot
expressar com a suma de dos determinants en la forma:

| ain apt+tbr ... apn | |all aps ... ain | | aj; by ..am |
| a aptb ... Qayx | | a1 Az ... Ay | | ay by...axn |
| = ... |+ 1o |
| | | | | |
| am  am+b, am | |an 2w .. 2 | lani bo - 2mn |

Esadir: det (¥,,V, +ii,.....V,) = det (¥,,7,,....V, ) + det (¥,ii,.....V,)

Ho veurem per n=3
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| ai; aptby  ap ‘
| a1 aptby, ay | =ay (axot by) azz + a3 (ajt by) az + az (azt bs) agz
a1 antby ay | -an (ax +by) az; - ax3(azytbs) ajp - az (a2 +by) azs =

per la propietat distributiva del producte respecte la suma i per commutabilitat de la suma:
=ajraxpastaxapas ta ap a3 -aj;zaxn as -axpgzaypa; -aapgas t
+aj brasstax byazg taybsa;s -aj;zbyas-axsbsa;-axbya; =

lay; ap aps | | an by ans |
= |az; axn ax ‘ + ay by ans
las; as a3 | | a3 bs as

det (A B) = det (A) det (B) .
La demostracio de la qual és relativament senzilla, al menys per n=1,2 1 3.

Si un determinant té dues linies iguals, el seu valor és 0.
Es a dir: det (v,,...,u,...,u,...v, )=0.

Sabem que si a un determinant permutem dues linies entre elles, del determinant varia de
signe; si permutem entre elles les dues linies iguales, tindrem que:

det( V..., liy..eyidy....V, ) =-det(V,,...,U,...,U,....V, )

ipertant det(Vv,,...,u,...,u,...v, )=0.

Si una linia és combinaci6 lineal de les altres linies paral-leles, el determinant és zero.
n-1
Suposem que la columna n ¢és combinacid lineal de les altres columnes Z

n-1
lavors det(¥,,...,%, ,¥,) = det (¥,,...,9, , > A ¥,)
i=1

per les propietats vistes anteriorment tenim que:

n—1 n—1

det( V..., )—Zdet(vl,vz, )—szetm,vz, V)

Ara bé, cada un d'aquests determinants que se sumen, té dues columnes iguals =
cada un dels sumands és 0 = det(v,,...,v, ,,v,) =0.

n—-1°

Si a una linia li sumem una combinacio lineal de les altres linies paral-leles, el valor del
determinant no varia .

N'hi ha prou en comprovar-ho per la columna n.
det(¥,,...,¥,,,¥,) = det (¥,...,¥, ., +Z/1v )

Ja que:

<l
<l

det (V,...,7, +sz) det(V, ..., ¥, ,¥,) + det (¥,...,9, | 4D AV, )=

=det(v1,. v,)t0=det(v,...,v, ,,v,).

nl’
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Un determinant sempre es pot expressar com a un altre determinant del mateix ordre,
que sota la diagonal principal sigui tot zeros. (Métode de Gauss)

| ajr  a dln | | b1 b bin |
| 2y an ay | | 0 by bon |
det(v,,v,...,v )= | ... .. ... ... = |
. | | |
| anl  An2 ann | | 0 0 bun |

Ja que:
¢ Si la matriu esta formada exclusivament per zeros, és evident.
e Si la matriu té algun element diferent de zero , seguirem el segiient procés:
1. Permutant files i columnes, sempre podem aconseguir posar aquest element no
nul, ala 1* fila 1* col. .
2. El valor del determinant de la nova matriu és + det A.
Obtenim aixi que
| air a4z ... dm

| | ay an ..oah, |
| a1 a2 ... aAn | | a  a'yp a'n |
| ............ | =+ | ............ | 1 3'11 #0
. | . |
| anl an2 <o dm | | a'nl a'n2 e a'nn |
Prenem a'y; = b;; o a'y; =-by; segons els signes dels determinants
a'j]
3. Restant alafila 1, vegades la 1? fila, obtenim una nova matriu amb
al
el mateix determinant, 1ilon la 1* columna t¢ zeros sota la diagonal principal.
| a1 ap adin | | by a'n A'1n |
| ay  ax an | |0 a'n a's, |
L =+ ... |
. | . |
| anl an2 dnn | | 0 a'n2 a'nn |

Repetint aquest procés per a la segona columna, la tercera ,... obtindrem una matriu
triangular , de la que en sabem que el seu determinant és el producte dels elements de la
diagonal principal.

n vectors v,,v,...,v, son Linealment Independents < det(v,,v,...,v, ) #0.

Com és equivalent, raonarem quev,,v,...,v, Linealment Dependents < det(v,,v,...,v, )=0

= Siv,,v,...,v, son L D = n'hi ha un que és combinacio lineal dels altres 1 per la ja
sabem que aixo vol dir que el determinant és zero.
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< Si el determinant és 0, per la propietat anterior , ens queda una columna formada
exclusivament per zeros = aquesta columna és combinacio lineal de les altres = els
vectors son LD.

DESENVOLUPAMENT D'UN DETERMINANT.

MENOR COMPLEMENTARI I ADJUNT D'UN ELEMENT.
Donada una matriu quadrada A (n files per n columnes)

(311 ar ... am\
| a1 A2 ... aun |
A=| ol |
| il |
Kanl an2 ann)

Observeu que, si suprimim una fila i una columna, ens queda una matriu quadrada d'ordre n-1;
aquest fet permet de definir el:

Menor complementari de a;;, com el valor del determinant d'ordre n-1, que resulta de
suprimir a la matriu A, la i-éssima fila ila j-€ssima columna; el representem per Mj;.
Definim també Ajj = Adjunt de I'element ajj = (-1)")-Mj;.

DESENVOLUPAMENT D'UN DETERMINANT.

El valor d'un determinant és igual a la suma dels productes dels elements d'una
columna (fila), pels seus adjunts.

Aixi respecte de la columna i és:
aA11 A12  eeee A1n
A21 A22  eeee A2p
detA=| ........... = a;;A1+ 22A2 + ... T aAniAn; .

Per n =1 és evident.

Pern=2 | an alz‘
‘ =ay det (a) - ay; det (aj2) .
| az] az ‘
Per n=3
‘ a1; a2 a3 ‘
ay ap ap |=ay (a22a33 - a32823) - a21 (@12a33 - a32a13) + a31 (a2a23 - @22413) .
a31 a3z ass

A la practica apliquem el desenvolupament dels determinants per calcular els que tenen
ordre 4 o major, mentre que pels d'ordre 2 1 3 s'aplica la definicio i la regla de Sarrus.

Exemple:
|2 3 1 5]
4 1 2 3| |1 2 3] |31 5] 131 5] |315]|
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h.itkur

2:(-9) - 46 + 537 - 2+(-6) = 155.



