H.Itkur Ampliacié Analisi Integral Definida 1/17

analisi de funcions

4 integral definida

CONCEPTE D'AREA.

El calcul de la longitud d'una corba, de l'area d'una figura plana o del volum d'un cos
¢s un dels problemes matematics que ja es plantejaren els grecs. Se sap que
Arquimedes (segle III a C) va calcular arees de cercles, d'el.lipses i de seccions
paraboliques. Els matematics grecs varen desenvolupar 'anomenat metode exhaustiu,
que permetia calcular 'area d'una figura plana, mitjancant successives
aproximacions.

Aquest metode seguia el cami que es mostra en el segiient

Exemple:
Si volem calcular 1'area de la figura

la podem situar sobre una reticula quadrada, on 'area de cada un dels quadrats sera
presa com a unitat d'area:

una unitat
/ '\ d'area

Llavors observem que la figura ocupa parcialment 14 dels quadrats i que dintre la
figura n'hi han 3, per tant 1'area buscada esta entre 3 1 14 unitats d'area.
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Si aquesta aproximacié de la figura s'ajusta a les nostres necessitats, ja podem dir que
coneixem l'area buscada; mentre que si l'aproximacié no €s prou bona, podem dividir
cada quadrat de la reticula anterior en 4 trossos, cada un d'aquests trossos té una
superficie de 1/4 unitats d'area.

174 d'unitat
N d'drea

Hi ha 16 quadrats inclosos dintre la figura i aquesta es superposa en 36, per tant
l'area buscada esta entre 16/4 1 36/4 d'unitat d'area; és a dir 1'area de la figura esta
entre 4 19 unitats d'area.

Seguint aquest procés podem calcular qualsevol area, amb un error maxim prefixat.
Matematics posteriors van cercar me¢todes de calcul de longituds de corbes i d'arees,

pero fins al segle XVII no s'aconsegueixen resultats realment importants i
innovadors.
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SUMES SUPERIORS I SUMES INFERIORS.

PARTICIONS D'UN INTERVAL.
Donat un interval [a,b] diem que:

P={&, &1, «+» En-1> En} €s una particio de [a,b]<>a =8 <E <..<E  <E,=b.

SiP1P'sén dues particions de l'interval [a,b] direm que:

P' és més finaque P < Pc P'.

Es clar que, donades P i P' dues particions d'un interval [a,b], sempre existeix una
altra particio P" més fina que les inicials. (N'hi ha prou en prendre P"=P U P')

SUMES SUPERIORS I SUMES INFERIORS.

Donada f:[a,b]———— R funci¢ fitada 1 P={ &, &}, &,,... §,.1 , &,} una particio de
l'interval [a,b].

f és fitada a [a,b] = a cada un dels intervals [ &, ; , &; ] la funcio f esta fitada, per la
qual cosa podem considerar els valors:

M, = minima fita superior de f(t) amb te[ &, ;, &; ] = suprem de f(t) amb te[ §; ;, &;
] i
m; = maxima fita inferior de f(t) amb te[ §; |, §;] = infim de f(t) ambte[ &, , &;].

Llavors definim:
Suma superior de f associada a la particio P com

n
S(faP):,lei( Ci- G =M(&-&) +My(&-& )+ T M (E-E4p) s
1:
Suma inferior de f associada a la particio P com

S(EP)= % (&-E1) =m (E1-B0) Fma(G-E) ooty (Gy= ).

PROPIETATS.
Donada f:[a,p———R fitada

Si P és una particio de [a,b] ; k i K son fites inferior i superior respectivament
de f al'interval [a,b] = k(b-a)< s(f,P) < S(f,P) < K(b-a).

Demostracio:
Per definicio de m; i M; tindremque k <m; <M; <K i=1,. ,n;
amb el que:
k(b-a)=k(&,-§)=k(&§-§)tk(E-&)+ ... Tk(E-& ) <
Smy(&-&)tmy(&-& )+ tmy(&;-&, ) =s(f,P) <
SM (& -&)) T My(&-&) + o M, (E,- &) =S(EP) <
SK(E-§)TK(&-&) ... tK(E-E 1) =K(E,-§)=K(b-a).

Per qualsevol particio P de l'interval [a,b] = s(f,P) < S(f,P).
Es evident a partir de la propietat anterior.
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Donades P, P' particions de [a,b]. Si PcP' = s(f,P) <s(f,P') i S(f,P) >S(f,P').

Demostrarem la desigualtat de les sumes inferiors, la de les sumes superiors es fa
d'una marera semblant.
Sigui P={ &, &; ,... &1, &, } < P'= P' té més punts que P.

e Si P't¢ exactament un punt més que P:

P'=PuU {q} = { §0a ala éZ"" én'lﬂ é;n} U {q} = { éO’ gla"'a ak-l » 9, akﬂ"'ﬂ é;n}

Per definici6 de suma inferior
s(E,P) =m; (&;-Ep) + . +my (G- Gy )+ +my (- &) 1)
s(E,P)=m (&-E)+..+m(q-G)+m' (Ee-q)+..+my(Ey-&pp)
on m = max fites inf de f(t)amb te[ &, _;, q ]
i m'=max fites inf de f(t) amb te[ q, & ] .
Per altra banda per ser [q, & ][ &1, & ] => m <m

1[&1,q]le &gy &l = m<m'

Amb el que
my (&~ ) =my(Ee-q)+tm(q-&)<m(&-q)+m'(q-E& ).

I per tant de I'expressio (1) obtenim:
s(EP)=m; (& -§p) + .. Tmy (&~ Epy) + o T my (&-&py) <
Smy(&-)t..tm(q-G g )tm' (E-q)+..+m, (&, -8y )=s(E,P)

Per tant si P' t¢ un punt més que P = s(f,P) <s(f,P").

e SiP'té s punts més que P: "=PU{q,9,.,9}
Considerem P; =P U {q; } , pel que hem vist abans s(f,P) <s(f,P,).
P, =P, U {q, } llavors s(f,P;) <s(f,P,).
Repetint s vegades aquest procés , obtenim :

s(f,P) <s(f,P)) <s(f,P,) <s(f,P;) <...<s(f,P.;) <s(f,P) =s(f,P").

P i P' son particions de [a,b] = s(f,P) <S(f,P").

Demostracio:

Sigui P" una particié més fina que P i P', per la propietat anterior:
PcP" =s(f,P) < s(f,P") 1 S({,P) = S,P'")
P'cP"=s(f,P") < s(f,P") i S(f,P') > S(f,P")

i com sempre s(f,P'") < S(f,P").

Amb el que: s(f,P) < s(f,P") < S(f,P") < S(f,P").
Si f és una funcié positiva i P una particié de [a,b]
= s(f,P) < area sota la funcié entre ai b < S(f,P).

Resultat evident, per la manera que hem definit s(f,P) i S(f,P) .
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INTEGRAL DEFINIDA. FUNCIONS INTEGRABLES RIEMAN.

Si fila,p] —— R fitada, de les propietats anteriors, es dedueix que, variant P
sobre totes les particions de l'interval [a,b], s(f,P) esta fitat superiorment 1 S(f,P) esta
fitat inferiorment.

Aquest fet, ens permet de definir:

Jj f(x) = integral superior de f a [a,b] = major fites inferiors de S(f,P) variant
P.

Lb f(x) = integral inferior de f a [a,b] = menor fites superiors de s(f,P) variant

P.

Per les propietats de les sumes inferiors i superiors, podem afirmar que:
b b
[ fo<| fx),

perd no sempre son iguals.
Per aixo diem que:

f és integrable (segons Rieman) < Jf fx) = Jj f(x) 1 d'aquest valor en diem

integral de f(x)dx entre aib, i el representem per f: f(c) dx .

Observacions
e Sif>0a [ab], per la forma en que hem definit la integral, 1'area del recinte
limitat per l'eix de les X, la

Y ¥~ grafica de y=f(x) i les rectes x=a i
x=b, és precisament el valor de la
integral.

. (b

3 p—x | f(x) dx = Area recinte.
a

[ 1 six irracional
e No totes les funcions son integrables, per exemple f(x) =1

L 0 six racional
no ¢és Rieman integrable a l'interval [0,1].

Doncs si considerem una partici6 qualsevol, a cada interval [ &, §1]
hi ha irracionals = max fa [ &, &, ] és |=>S(f,P)=21-(§;-&; )= 1:>Lb fix)=1.
hi ha racionals= min fa [ §; &, ] és 0= s(f,P)=20( &;- & ) =0 = J.j f(x)=0.

son diferents = f no és Rieman integrable.



H.Itkur Ampliacié Analisi Integral Definida 6/17

TEOREMA.
f:[a,bp] ——— R continua = f ¢és integrable .

Aquest és un teorema de demostracié for¢a complexa i elaborada que cau fora dels
objectius del curs.

INTERGRALS IMPROPIES.

(b

Per definirla | f(x) dx , hem suposataib realsif fitada,

a
sovint, perd, ens trobem que a o b sén = o 1 llavors parlem de les integrals

impropies, definint-les en la forma:

(= (k (b (b
lfx)dx = lim  |fx)dx i | f(x) dx = lim | f(x) dx .

k—>a0 k—>-0 Jy

a a -0

PROPIETATS DE LA INTEGRAL DEFINIDA.

Si fi[a,p] —— R fintegrable, és facil comprovar que:

(a

e |fx)dx=0.
a
(b (c (b
e Sice(ab) = |fx)dx = |fx)dx + | fx)dx.
a Ja C
(b (a
e |fxdx = -| fix)dx.

Ja Jy

TEOREMA DEL VALOR MITJA DE LA INTEGRAL.
Donada f:[a,p—R continua =

(b
existeix ce(a,b) de manera que | f(x)dx= (b-a) f(c) .
a
Demostracio:
Per ser f continua a [a,b] 1 pel teorema de Weierstral}, existeixen x,, 1 X); minim 1
maxim absoluts de f a [a,b].
Llavors, per qualsevol particio P de l'interval, tindrem
f(x,) (b-a) < s(f,P) <SH,P) < f(xy)(b-a).

Per ser _[j f(t) la menor de les fites superiors dels s(f,P) = s(f,P) < j: f(t).
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Per ser J.: f(t) la major de les fites inferiors dels S(f,P) = Lb f(t) < S(,P) .

I com f és continua en [a,b] = f integrable Jj ft) = Ef(t) = Ij f(t) dt .
Amb el que : o -
f(xy) (b-a) < s(EP) < [ f) = [  f(ydt = [  f(t) <SEP)< flxy) (b-a).

1 per tant f(x,) (b-a) < j: f(t)dt < f(xyp) (b-2a).

Per altra banda, f continua = f(x)(b - a) és continua,
1 pel teorema dels valors intermedis existeix ce(a,b) de manera que

(b
| fix)dx=(b-a)f(c).

a

LA FUNCIO INTEGRAL.

Donada f:[a,p———>R integrable, és clar que per tot valor xe[a,b] f és
integrable a l'interval [a,x] 1 que, per tant, podem considerar la funcié:

F:[ab] ——> R (X
x—— > Fx) = | f(t) dt que anomenem funci6 integral de f.

a

TEOREMA FONAMENTAL DEL CALCUL INTEGRAL.
f continua = la funcio integral és una primitiva de f.
Es a dir:
f:]a,p] ——— R continua = F:[a,b]——— R (X
X — S Fx) = |f(t) dt

a
F(x) és derivable i F '(x) = f(x) .
Demostracio:
Considerem x,<[a,b] i xe[a,b] =

(X (x 0 (X

F(x)-F(xo) = | f@®dt- |fod = [fode
a J a XO
pel teorema del valor mitja
(x
existeix ce(X, X,) de manera que | f(t) dt =1(c) (x-xg)
x0
per tant
F(x) - F(xg) = f(c) (x - Xg).
F(x) - F(xg) X - X

Dividint per x - X =f(c) =1f(c) amb ce(x, x).

X-XO X-XO
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F(x) - F(xo)
Prenent limits F'(xg) = lim = lim f(c) ,
X—)XO X - Xp X—)XO

icomce(x,Xy) 1 féscontinua= lim f(c) = f(x()
X—>Xq
F(x) - F(xo)
amb el que lim = 1(x¢)
X=Xy X - X

ésdir: F derivableenx, 1F'(xq) =1(xq) .

REGLA DE BARROW.
(b

f:la,p——>R continua = | f(x) dx = F(b) - F(a) on F primitiva de f.
a

Demostracio: (x

Siguin G(x) la funci6 integral G(x)= | f(t) dt 1 F(x) una primitiva qualsevol de f.

a
Tant G(x) com F(x) son primitives de f(x), amb el que son iguals excepte en una
constant additiva = (%
G(x)=Fx)+C= | f(t)dt=F(x)+C = G(a)=F(a) + C.

(a
substituint ~ G(a)= | f(t)dt=0 = C=-F(a)

(x
Ambel que: | f(t)dt=F(x) - F(a).

a

a
Finalment, prenent x=b =

(b
| f(t) dt = F(b) - F(a) .

a
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CANVI DE VARIABLES.
Si f és continua i g és derivable amb continuitat =
(b (e(b)
= | flegx)g'®x)dx = | f()dt on gx)=t
a g(a)
Demostracio:

Si F és una primitiva de f, per la regla de la cadena, tenim:
(Fog)'x)=F'(gx)) g'x) =1(gx)) g'(x) = Fog ésprimitivade fog.
b b

| f(g(x)) g(x) dx = (Fog)(x) | = (Fog)(b) - (Fog)(a) = F(g(b)) - F(g(a)) =

a a

Teb)  [eb)

=Ft) | =1 firydt.
g(a) J g(a)
Exemple:
(2
Calculem | V4-x2 dx.
Jo

Sifem x=2sint = dx=2costdt 1

V4-x2 =+ 4-4sin2t =21 -sin2t =2 cos2t =2 cos t.

Quan x=0= t=arcsin 0= t=0
Xx=2= t= arcsin |l = t=mn/2

Amb el que:

{‘2 {'n/2 rn/z {‘n/21+COS 2t

| V4-x2dx=|2cost2costdt=4 |cos2tdt =4 | ——— dt=
Jo Jo Jo Jo 2

(72 2

=2 | (1+cos 2t)dt = 2t + sin 2t |=2n/2 +sin27/2-20-sin2:0=1.
Jo o
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CALCUL D'AREES PLANES.

AREA SOTA LA CORBA.

Ens plantegem el calcul de I'area A del recinte limitat pel grafic d'una funcié, I'eix de
les Xilesrectesx=a i x=D.
Per la forma en que hem definit la integral, tenim que:

Si f és una funcié continua i positiva en [a,b], el valor de la integral entre ai b
coincideix amb l'area del recinte limitat per 1'eix de les X, la grafica de y=f(x) i
les rectes x=a i x=b.

Es a dir:
f:[a,p—— R continua 4 y=ifx)
(b
f>0=>A= | f(x)dx .
a »
a b

Pel que fa al cas f negativa, el valor de la integral és menys l'area del recinte.
Es a dir:

f:[a,p]—— R continua i ¥

(b X
f<0= A=-| f(x) dx A AXT_N

a
N'hi ha prou en considerar la funcid

g(x) = - f(x).
Per qliestions de simetria, l'area
limitada per la f, coincideix amb l'area
limitada per g =

(b (b (b
A= | gx) d&x = [-fix)dx= - | fix)dx .
a a a
(b
O bé, per ser <0 = |t] =-, podem expressar-ho com A | f(x) | dx

Ja
Finalment el cas en que f és una funcié qualsevol, amb trossos positius i trossos
negatius.

Per determinar 1'area que delimita la funci6 amb I'eix de les X, n'hi ha prou en trobar
l'area que delimita el valor absolut de f amb l'eix de les X.
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L b4
w=T[x<] w=I[x]I
&4/-_\[
ar.'\\"-h._..--'"r/—_\[ﬁ( ar.\,“ bh =

A la practica, es calculen per separat les arees limitades pels trossos positius i les
limitades pels trossos negatius i es sumen els resultats.

Exemple:
Calculem I'area limitada pel grafic de y =cos x 1 l'eix de les X entre els punts 0 i 27

La funci6 és positiva en els

intervals [0,m/2] 1 [37/2,2w] , 1 és y=cos x
negativa a l'interval [n/2,37/2].
Per tant, l'area buscada A la : x/2 l > i -
podem descomposar en tres .
arees A, A, 1 A3, de manera que :
A=A +A,+A;
(/2 w2
A= | cosxdx = sinx | =sinm/2-sin0 = 1
Jo o
(3m/2 372
Ay=- | cosxdx = -sinx | =-(sin3n/2 - sinn/2) =- (-2) =2
J /2 J /2
(27: —| 2n
Az = | cosxdx = sinx | = sin2n-sin3n/2 = -(-1) =1
J 3n/2 J 3n/2

Per tant l'area buscada és A=A+ A, +Ay;=1+2+1=4u2
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AREA LIMITADA PER DUES CORBES. Y i
Donades
y=1(x) 1 y=g(x) funcions continues definides ¥=gi

en un interval [a,b]

Si per tota x  f(x) > g(x) = l'area limitada per les a
dues corbes entre aib és
(b

A= | (f(x) - g(x) )dx

a

Demostracio:

Sigui k de manera que g(x)+k > 0, n'hi ha prou en prendre una fita inferior de g i

anomenar k al valor absolut d'aquesta fita.

Llavors, considerem les funcions y=f(x)+k 1y =g(x)+k .

Es clar que:

e solament hem desplagat els grafics k unitats, amb el
que l'area limitada per f+k 1 g+ k coincideix
amb l'area limitada per fi g.

w— [l +k

v-ulx]k

e tantf+k com g+k son >0 a tot l'interval [a,b].

Amb el que, 1'area buscada A, la podem trobar a partir de
I'area Afque ens defineix f +k, menys l'area Ay que defineix g+k =

=)k Y y=gbd+k

a h a b

1 cada una de les quals, ¢s calculable a partir d'integrals .

(b b b b

A=Ap-Ag= | (fx) +h)dx - | (g)+k)dx= | (Fx)+k -g(x) K)dx= | (f(x)- g(x))dx.

a a a a

Exemple:

Calculem l'area limitada per les funcions y =V x i y = x2 entre els seus punts de tall.

Trobem en primer lloc els punts de tall:

i F‘!"l_' [ y:\/X
_~ 3 =>Vx=x2=>x=0,x=1.
[y=x2
estallenenx=01 x=1.
(1 2Vx3 x3 |1
. A= |(x-x2)dx =——-—— | =13 w2
Jo 3 3]0
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VOLUMS.

VOLUM D'UN COS DE SECCIO CONEGUDA.

Considerem un cos del qual en coneixem l'area S(x) de la seva seccid6 amb una
familia de plans paral.lels que depenen d'un parametre x que pren tots els valors reals
entre a1 b, el seu volum, és:

(b
V= | Sx)dx.
a

Demostracio:

Sigui a=§;<§; <& <...<E,- <&, = b una particié de l'interval.

Per cada &; considerem el cilindre inscrit 1 el cilindre circumscrit al tros de cos que va
desde ;| a&;.

Si x; 1 X son respectivament el minim i el
maxim de S(x) per xe([§;_1,§;], es compleix

5 que el volum del cilindre inscrit és
L~ 6= S(x)(E; - 1) = S(x)) Ax
.E,S( i el volum del cilindre circumscrit €s

Ci=SX)(E; - &i.p) = S(X) Ax.
El volum V d'aquest cos complira que:

suma volums cilindres inscrits < V < suma volums cilindres circumscrits

n n
és a dir: ¢ <V<XYC .
=1 =1

Fent n—» o, el volum del cos sera el limit de les sumes dels volums de
cilindres inscrits quan aquest coincideixi amb el limit de les sumes dels volums dels
cilindres circumscrits.

Si S(x) és continua els limits de les sumes coincideixen amb el volum del cos inicial.
1 per tant
(b

n n
V=1m X ¢;=1lim X S(x))x= | S(x) dx .
n—o© =1 n—owo =1 a
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VOLUM D'UN COS DE REVOLUCIO ENTORN DE L'EIX DE LES X.
f:la,p—— R continua

el volum que es genera quan fem girar

Y
el grafic y = f(x) entorn de 1'eix de les X és: \/’\
(b (b A

b
V= |n(fx)2dx=| ry2dx. —e‘

: : B

Demostracio:
Com ¢és un cos de revolucid, quan es secciona amb plans perpendiculars a I'eix de les
X, s'obtenen cercles de radi | f(x) |

L'area de cada seccié és  S(x)=n |f(x)|2=n (fx)) 2, i per la propietat anterior:

(b (b (b
V= | Sx)dx = |n(fx)2dx=|rny2dx.
a a a
Exemple:

Calcularem el volum d'una esfera de radi r.
L'esfera es pot obtenir, fent girar entorn I'eix de les X, la circumferéncia x2+ y2 =12,

¥
(T (T
V= | rnydx=n]|(2-x2)dx =
J- J-
x r r
y JAL nx3 |t 4md

=nrx- | =

3 ], 3
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VOLUM D'UN COS DE REVOLUCIO ENTORN DE L'EIX DE LES Y.

Donada y = f(x) definida a l'interval [a,b], ¥
si la fem girar entorn de 1"eix de les =T
ordenades, la figura de revolucié que s'obté {b) y=fix]
té un volum de:
( f(b) ( f(b) a 5
V= | ntly)2dy = |=nx’dy. b
I f(a) I f(a)
f(a)
Ja que:
Definint X=y 1y =x, s'observa que :
¥
b
/ e y=f(x)passaaserx =f(y) =y =f-1(X).
a
Ta] o) X e Xxvariaentreaib =Yy varia entre f(a) i f(b).
*\ e cl cos s'obté de girar entorn de l'eix X.
Amb el que, per la propietat anterior:
( f(b) (f(b) (f(b)
V= | n #1(X)2dx = | = (1 (y)2dy = | nx2dy.
I f(a) I f(a) I fta)
LONGITUD DE CORBES.
Donada f:[a,p——— R derivable amb continuitat,
x —>f(x)
B
la corba (x,f(x)), desde x=afinsax="b, télalongitud L = |V 1+ (f'(x))? dx.
a
Demostracio:
Si a=¢;<¢& <.< <& =Db ésuna y=ix)
particid de l'interval [a,b].
. . ﬁ::E-i+1:. P1I+
Per a cada &; sigui P; el punt de la corba de
coordenades P; = (&;, f(;) ). ¢
N . %i P
Pel teorema de Pitagoras, la longitud I; de i

cada segment P,P;, és

f El Ei+l
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L=V (& -&)2 + (f(E) - f(E))?

dividint 1 multiplicant per ( ;- &;) tenim que:

(f(&.) - f(&))’
=1+ 1 2 i+1~ Si
' \/ (&= &) =8

i,comacadal¢&;, &, ] féscontinua a l'interval tancat 1 derivable a l'interval obert,
podem aplicar el teorema del valor mitja =
(1) - (&)
existeix x; €(&;, &;;;) de manera que =f'(x;).

(&ir1-&)

Substituint
=V EEP? Gl = N THEG)PAx

La longitud de la corba entre aib és
n-1 1 R — rb I —
L=1lim XI,=1Im X VI+{'x)2Ax =] V1+('x)? dx
n—o =0 n—o =0
a
Exemple:
Calcularem la longitud d'una circumferéncia de radi r.

Mitja circumferéncia és y=+Vr2-x2 -r<x<r.
X <2
Derivant y'=——= (y')?2=
V(12-x2) r2 - x2
Amb el que, la longitud de la circumferéncia és:

(v — (T (T

| / x2 | rdx | dx
L=2 | /1+ x=2| —-—=2
Y 12 - x2 | | —
JpVr2-x2 Jopy 1= (x/r)2
finalment fent x=ru = rdu= dx laintegral queda:
(1 du 1
L=2r | —— =2rarcsinul= 2 nr unitats de longitud .

|
J_l\/l-uz

i

SUPERFICIE LATERAL D'UN COS DE REVOLUCIO.

Analogament a la demostracié anterior, l'area del cos de revolucid que es genera
quan fem girar entorn de 1'eix de les X la grafica de la funcié y = f(x) per xe[a,b] és:

m
A=2n | fx)V1+(f'®)?2 dx

a
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IDEES SOBRE INTEGRACIO NUMERICA.

En general, per calcular una integral definida, s'acostuma a utilitzar la regla de
Barrow; perd aquesta necessita una primitiva per ser aplicada i el calcul de la
primitiva pot resultar molt feixuc.

Per calcular una integral definida sense saber-ne cap primitiva, s'acostumen a
utilitzar métodes numerics que aproximen la integral definida, per una aproximacié
de I'area sota la corba, amb un error predeterminat.

El métode d'integracid numeérica més senzill és el dels trapezis i consisteix a
aproximar l'area sota la corba entre a i b, per trapezis.

METODE DELS TRAPEZIS.
(b
Donada f:[a,b] ———R continua, per aproximar el valor de | f(x) dx
a
podem seguir el procediment segiient, g
que es coneix com a metode dels
trapezis.

A
—

Dividim l'interval [a,b] en n sub-
intervals d'igual longitud h,
a=1xy<Xx;<.<x,=bonx=x;;th, 1
considerar els trapezis de vertexs els
punts (x;_; ,0) , (X;,0) sobre l'eix de les
X 1 les seves imatges sobre el grafic de
la corba (x;_1,f(x;.1)) 1 (x;,f(x))) .

i) + £x;)
L'area de cada trapezi és —— (X;- X;.; )

2
I la integral buscada sera aproximadament la suma de les arees de tots aquests
trapezis. per tant :

(b n f(xiy) + f(x) ho [ T
| fix)dx~ 2 h= | f(xo) +26( %)+ 2f(xy) +.+ f( x,) |
Ja i=1 2 2 L |



