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analisi de funcions

1 continuitat

APLICACIONS.

Donats A i B dos conjunts no buits , anomenem aplicacio entre A i B a qualsevol
llei que a cada element xeA, li assigha un unic element yeB que se'n diu la
imatge de x, i es representa per y=f(x).

Del conjunt A, en diem de sortida i els seus elements son els originals, mentre que
del conjunt B, se'n diu final .

El grafic de l'aplicacio és conjunt dels parells ordenats, on el primer element és de A
i el segon element és la seva imatge. G={(x,f(x)), xeA}.

El conjunt f(A)={yeB / y=f(x)} = conjunt dels elements que son imatges d'algun
element de A, es coneix amb el nom de conjunt imatge o conjunt de les imatges.

Siyoef(A) podem considerar les x que tenen per imatge aquest y,, {xeA / f(X) =y},
que anomenem anti-imatges de y, i representem per f‘l(xo) .

Finalment, acostumem a donar les aplicacions en la forma segiient:
f:A——B
x —> y=f(x)

1 sovint, si no hi ha dubtes sobre els conjunts A i1 B, ens limitarem a donar una férmula
o llei que permeti trobar, a cada x, la seva imatge.

TIPUS D'APLICACIO.

Una aplicacio és injectiva < elements diferents tenen imatges diferents <
= VXI s X2 (S A Xl ;,ng = f(Xl)if(Xz) .
& VXX, €A f(x))=f(x) = X=X, .

Una aplicacid és diu exhaustiva o suprajectiva < tot element del conjunt final
admet anti-imatge < f(A)=B.

Una aplicacio és bijectiva <> és simultaniament injectiva i exhaustiva.
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COMPOSICIO D'APLICACIONS. FUNCIO RECIPROCA.
Donades les aplicacions A —— B 1gC———>D

x—>f(x)=u uv—g(u)=y
Si B és un subconjunt de C, podem considerar

f g
A— SBcC——>D és a dir: A s D
X ——>f(x)=u —— g(w)=g(f(x)) X > g(f(x))

que anomenem composicio de famb g 1 expressem com go f.

Es senzill de comprovar-ne les segiients propietats:

e Associativa: fo(goeh)=(fog)eh

e En general, no és commutativa.

e Té element neutre que és I'aplicacio identitat :A———>A  fol=fi lof=f.
X —X

e En general no té element invers .
Perosi, f A———B 1 gB—> A
Xx——fx)  y——e®)
diem que fi g son reciproques o inverses per la composicié < fog=I i gof=I;
en aquest cas, la g s'acostuma a dessignar per -1 .
Es pot comprovar que:
f admet inversa per la composicid < f és bijectiva.

ALGUNES DEFINICIONS SOBRE CONJUNTS REALS.

INTERVALS.

Donats a i b dos nombres reals de manera que a<b, podem considerar els conjunts
segiients, que anomenem intervals:
Obert {xeR/a<x<b}=(a,b)=]a,b[ Tancat {xeR/a<x<b}=[a,b]

{xeR/a<x<b}=[ab)=[ab] {xeR/a<x<b} =(a,b] =]ab]

{xeR/a<x}=[amw)=[a,0 {xeR/a<x}=(a,0)=]a,o0[

{xeR/x<a} = (-0,a] =]-0,a] {xeR/x<a} =(-0,a)=J-o,a]
ENTORN.

Donat Ac R un subconjunt de nimeros reals i x,€ A, diem que:
A és un entorn de X < existeix r >0 de manera que (Xq-r,Xy+r) c A.

FITES.

Donat A un subconjunt de reals, diem que:

keR és una fita superior de A < per tot xe A x <k

keR és una fita inferior de A < pertot xeA k<x

keR ésuna fitade A < pertot xeA -k<x<k

A és fitat < A t¢ fita superior i fita inferior.

S=suprem de A < S ¢és la minima de les fites superiors de A.
m= infim de A < m és la maxima de les fites inferiors de A
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FUNCIO REAL DE VARIABLE REAL.

Donats A i B dos conjunts no buits de nimeros reals, anomenem funcio real de
variable real de A en B, a qualsevol llei que assigna a cada element x del conjunt A
un unic element y del conjunt B, que s'en diu la imatje de x.

fA— > B
x— y=1(x)

A les funcions reals de variable real, conjunt A on esta definida la funcio és el
Domini de f =dom(f), mentre que el conjunt f(A) és el recorregut.

La x es coneix per variable independentila y és I'anomenada variable dependent.

De cursos anteriors sabem que, fixant uns eixos de coordenades, podem identificar els
punts del pla amb els parells ordenats de niimeros reals; llavors el grafic de la funcio
no ¢s altra cosa que marcar tots parells ordenats del conjunt {(x,f(x))| xeA}.

Per determinar una funcio, cal especificar el conjunt de sortida, el conjunt final i la
formula que permet obtenir les imatges; pero, sovint donem les funcions només a
partir de la formula, sobreentenent que el domini sera el conjunt de reals on aquesta
formula es pot aplicar.

Aixi parlem de la funci6 y=1/x, en lloc de donar-la correctament en la forma
R\{0}:—R
x—>1/x.

OPERACIONS AMB FUNCIONS REALS DE VARIABLE REAL.

Donades f:A———> B 1 g:A~——B'reals de variable real, definim:
x—f(x) x —gx)

Suma: (f+g)(x) = f(x) + g(x) .
Es clar que: El domini de la suma és la intersecci6 dels dominis de fi g.
e Es associativa: (f+g)+h = f+(g+h) .
e T¢ element neutre: I'aplicacio 0:R———R.
x—0
e T¢ element oposat: la funcid oposada per la suma de y=f(x) ¢€s la y=-f(x).
e Escommutativa f+g=g+f.

Producte: (fg)(x) =f(x) - g(x) .
Es clar que: La funcié producte té per domini la intersecci6 dels dominis de fi g.
e Es associatiu: (fg)h = f(g'h).
e T¢ element unitari: I'aplicacié :R—— R .
x—>1
Es commutatiu f'g=g-f.
Es distributiu respecte de la suma f:(g+h) = f'g+ f'h
En general no hi ha element invers.

Composicio: (gef)(x) = g(f(x)) .
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Es clar que:
e La composicid és associativa.
e No és commutativa.
e Laidentitat :R ——— R ¢és l'element neutre.
X —X
e No sempre admet reciproca.

LA FUNCIO VALOR ABSOLUT.
Anomenem valor absolut de x = |x| a l'aplicaciod real de variable real definida en la
forma:

[ x quan x<0

x| =1 W

L x quan x>0
y=Ix]

El grafic de la funcidé valor absolut
és
ja que:

si x<0 = y =-x que €s una recta

six>0 = y=x que és una recta

six=0=>y=0

Algunes de les propietats del valor absolut son:

Valor absolut de la suma és menor o igual que la suma dels valors absoluts.
|x+y\ < \X|+\y\

Valor absolut d'un producte és el producte dels valors absoluts.
| xy | =[xl [yl

Diferencia de valors absoluts és menor o igual que el valor absolut de la diferéncia.
|X|-|y\ <| X-y | < |X|+\y|

Ix|<y & -y<x<y
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LIMITS.

LiIMIT FUNCIONAL.

Donada y = f(x) una funcio real de variable real, |eR i XyeR, diem que:
| és el limit quan x tendeix a X de f(x) < |=1im f(x)
X—X
< Ve>0 3650 | VX \x-x0\<8 = |f(x)-| | <g

< V Uentorn de | 3V entorn de X, | fiV)cu
O amb un llenguatge més planer:

| és el limit quan x tendeix a X, de f(x), < valors de x propers a X, , donen lloc a
imatges properesa | .

LIMITS LATERALS.

Donada f funcio real de variable real, | eR i x,eR, diem que:
| és el limit lateral per la dreta quan x tendeix x, de f(x)
= lim fx) © 1=]im f{xX)<

X—=Xo+ X—Xq
X>Xq

SVes0 3550 | Vx x>x, |f(x) -1 | <
<V Uentorndel 3 Ventorndexyi VxeV x>x,==>f(x)eU.
Es a dir:
Si ens apropem a Xo a partir de x majors que la xo, les imatjes, s'apropen a l.

Analogament es defineixen els limits laterals per l'esquerra.

| és el limit lateral per I'esquerra quan x tendeix x, de f(x) <
I= lim f(x) < 1= lim f(x)

XXy~ X=X,
X<Xq

Es compleix la segiient propietat:

Existeix limit funcional < existeixen limits laterals i coincideixen.
Es a dir:

3= lim )

INFINITESSIMS.

Donada f una funcio real de variable real definida en un entorn del punt x,, diem que f
és un infinitéssim < |im f(x) =0

X=X
. e en . , . f(x)
Donats f'i g dos infinitéssims, diem que son equivalents < [im——=1
x=xo g(X)
Per exemple el sin x 1 x , son infinitéssims equivalents en x=0, doncs
~sinx
lim =1.

x—0 X
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ALGEBRA DE LIMITS.

Donades f 1 g funcions reals de variable real i1 x, € R, es compleixen les
segiients propietats tant per a limits laterals com per a limits funcionals. (en el suposit
que existeixin tots els termes que s’indiquen; també son aplicables aquestes propietats
en el cas que fem el limit quan x tendeix a o).

El limit d'una constant és la constant. limk =k

X=X

jaque: Sif(x)=k= |fx)-k | =| k-k |[=0<¢

El limit d'una suma és la suma dels limits. lim (f + g)(xX) = lim f(x) + lim g(X)

XX XX, X—Xg

jaque: Si lim f(x)=1' 1 1im g(x) =1"

X=X X=X

donat un >0 qualsevol,
X -x | < 8'=lfx)-1]< &2

existeixen 6’>0 1 8”>0 de manera que Vx
X -x,| <6 =lgx)-11< &2

prenent O el minim entre &’ 1 6”’tenim que
x-x,/<5<o'=lfx)-11< g2

‘X - x0| <O0<o"=> |g(x) -1"| < g2
<|fx)- 1 |+ g(x)- 17

‘ X-Xg ‘ <= {

| f(x)+g(x)~(1+17) <el2+el2=¢

El limit d'un producte és el producte dels limits. 1im (f'g)(X) = lim f(x)' lim g(X)

jaque: Si lim f(x)=1' 1 1im g(x) =1"
Com lim f(x)=1'= Ve&>0 3550 | Vx |x-xo/<6 = [f(x)-1] <¢
en particular per e=1 existeix 0 1 si |x—x0 ‘ <d |f(x)— | | <l=>

AI<fx)-1<1 = 1-1<fx) < | +1
1 per tant f(x) esta afitada a un entorn de xg .

Si considerem | f(x)-g(x) — 1’17
sumant i restant f(x)-1’” obtenim

| fx)-g(x) 117 = [ fx)-g(x) = 117 + ()1 — f(x) 1
treien factor comu

| f(x)-g(x) = 117 + f(x)1” — f(x)-1” | = | f(x)-(g(x) - 1) + I"(fx) - ) | <
<[ fx) |- [ g~ 17| + 1] | fx)-1" |

17,

Si K ¢és una fita superior de f. considerem M= max{K,
tenim que

Com 1im f(x) =1'= vﬁw 3850 | vx |x-x, | <8;= | f(x)- I

X=X,

}

<M.L
2M
&

&
Com [j X)=1"=V—>033>0 | Vx |x-x,| <= |gx)-I"|<M-—
lim g(x) oM 20 [vx [x-xg | <82 g0 M
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I per tant

Ve>(0 considerem ﬁ >0 ipertant 3 6=min (d;, 5, )>0 Vx |x-x0 <6 =

| fx)-ex) — 17| < 1) |- Tex) = 17|+ [17] - | i) - 1 <M -2+ M—E =,
2 2M
Propietat
1
Si lim g(X) #0= 1lim = .
X=X, X=X g(X) }im g(X)
ja que:
Si i 1 _ e 8 L Ry
imgx)=1#0 = 1= 1im = lim | g(x) = lim g(X)'lim =
X—Xq X—X, g(X) X=X, g(X) X—X, X—Xg g(X)
5 1 1
im =
om0 g(X) - lim g(x)
El limit d'un quocient és el quocient dels limits.
f ) Jim 9 |
lim —(X) = lim =— sempre i quan ]im g(x) #0
X=X g X=X, g(X) Xhm g(X) X—X,
ja que:
lim f(x)
i 1 1 XX,
lim o _ lim [f(X)'—} = lim f(X) lim = lim f(x)— =— -
X=X, g(X) X—Xg g(X) X=X, X=X, g(X) X=X, lim g(X) lim g(X)

X—)XO X—)XO
El limit d'una potencia és la poténcia del limit:

lim [f(X)a] = [ lim f(X)}

El limit d'una exponencial és I'exponencial del limit:
lime

lim [a ) ] g

XX,

lim et
lim [f(X) €0 ] = {lim f(X)}HO
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CONCEPTE DE FUNCIO CONTINUA.

Sigui y=f(x) funci6 real de variable real 1 x,edom(f), llavors diem que :
f és continua en el punt x, < és el mateix fer limits que substituir .

J1'= 1im f(x)
& existeix  lim f(x) = f(xp) < {31"= lim fx) 1 1=1"=f(x)
° 3f(x,)

& xpedom(f i Ve>0 3850 | vx | xxy | <6 = [f(x)-fixg) |<e .
< V Uentorn de f(xy) 3 Ventornde x, 1 f(V)c U.

Intuitivament, una funcié és continua a X, si quan apropem les x a X, les imatges
s'acosten a f(xg).

Una funci6 és continua a un interval (a,b) < és continua a cada un dels punts de
I"interval.

DISCONTINUITATS.
Sigui f: A——— >R real de variable real i x,€ A, diem que:

X €s una discontinuitat de f < fno continua en x,,.

Les discontinuitats les podem classificar en:

e Evitables:
X és discontinuitat evitable de y=f(x) < Y
< existeix lim f(x) # f(x,)
X—X

Exemple:

[ x quan x#2 L . %
y= ] té una discontinuitat - ——

1 quan x=2 L 2
evitableenel 2 ,jaque y(2)=1 1 lim y=2

X—2

e De Salt: x, ¢és discontinuitat de salt<> existeixen limits laterals i son diferents
< lim f(x) # lim f(x).
X=Xt  X—Xp-
[ x per x<2
Perexemple y = ] té una discontinuitat de salt en x=2.
[x+1 per x>2
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ja que: v
limy = lim x =2 i
X—2- x—2 -

limy = lim x+1 =3 -
Xx—2+ X—2 r X

1 aquests limits son diferents.

e De segona especie:
X ¢és discontinuitat de 22 especie <> no existeix algun dels limits laterals.

Exemple:

La funci6 y=sin(1/x)
, t¢ una discontinuitat
de 2* espéecie en x=0, ja
que no existeix aquest
limit.

Dintre de les discontinuitats de segona espécie, trobem les discontinuitats
asimptotiques, que es produeixen si algun dels limits laterals és +oo.

OPERACIONS AMB FUNCIONS CONTINUES.

Les funcions constants son continues: f(x) =k = fcontinua a qualsevol x, .
Ja que [im f(x) = lim k = k =f(x,) = continua en X

X=X, X=X,

La suma de continues és continua:  fi g continues en X, = f+g continua en X, .

Ja que : fcont en xo = im f(x) =1(x,) 1 gcontenXxo=> lim g(x) =g(x,)

com el limit d’una suma és la suma dels limits
tim [f +g](x) = 1im [f(x) + g()]= 1im f(x) + 1im g(x) = f(x,) + g(x,)

X=X X=X X=X, X=X

= f+ g continua en Xy .

El producte de continues és continua: fig continues enx, = f’g continua en x,
Jaque : fcontenxo= [im f(x) =f(x,) 1 gconten Xy = 1lim g(x) =g(x,)

X=X X=X,

com el limit d’un producte és el producte dels limits
lim [F2}%) = lim [f(x)g(0]= 1im )" lim g(x) = f(x, »g(x,) =

X—Xg

f- g continua en Xy .

El quocient de continues és continua excepte quan el denominador és 0:
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. ) f
f1 g continues en x;, 1g(xg)#20 = —(x)continua en X,
g

Ja que : fconten xo = |im f(x) =f(x,) 1 gconten Xo= [im g(X) =g(x,) # 0
com el limit d’un quocient és el quocient dels limits quan el limit del
denominador no és zero tenim que

lim f(x)

f fx)  xox f(x f

lim — () = lim 2 = ) T

= = cont en X .
x—xg & x—x, g(X) Xlim gx)  gx,) g

La potenciacio de continues:
f(x) continua enx, = (f(x))" és continua en x,.

La composicié de continues és continua.
f continua en x( 1 g continua en f(x,) = geof continua en X, .

ALGUNS EXEMPLES DE FUNCIONS CONTINUES.

e Els polinomis son funcions continues a tots els reals.

Els quocients de funcions continues €s una funcié continua excepte en els punts
que anul.len el denominador.

Les arrels de continues son continues en el seu domini.

La funci6 exponencial és continua a tots els reals.

La funci6 logaritmica €s continua en el seu domini (0,).

Les funcions circulars i circulars inverses son continues en els seus dominis.

El valor absolut és continua a tots els reals.

PROPIETATS DE LES FUNCIONS CONTINUES.

CONSERVACIO DEL SIGNE EN UN ENTORN.

f continua en x,, 1f(xy))>0 = 36>0 de manera que V x ‘ X-X ‘ <0 =1(x)>0.
o bé

f continua en X, 1f(xy)<0 = 36>0 de manera que V x | X-Xq ‘ <0 = 1(x)<0.
Es a dir :

Si una funci6 és continua en xgien x, f(x)#0, existeix un entorn de X, en el que la
funcio té sempre el mateix signe.
ja que:
Raonarem sols la primera afirmacio, ja que la segona ¢€s analoga.
Suposen doncs f(x()>0.
Per definici6 de continuitat tenim que:
f continua en xy = Ve>0 36>0 de manera que Vx | X-Xq ‘ <0 = | f(x) - f(xq) | <g.
Prenent e=f(x,) tenim que 35>0 de manera que VX |X-X ‘ <d = [f(x) - f(xq) |<f(xg)
arabé | f(x) - f(xg) < f(x() és equivalent a -f(x()< f(x)-f(x()< f(x()
1 sumant a tots els membres f(x) , tenim que:
36>0 de manera que V x | XX | <b=1fx)>0.
Com voliem demostrar.
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PROPIETAT.
Donada f:[a,p}———R

f continua a l'interval tancat [a,b] = IK>0 i Vxe[a,b] | f(x) |<K.
Esadir: fcontinuaa [a,b] = f fitada superior i inferiorment.

Demostracio:

. . ) . ) a+b . :
Si fno té fita superior a l'interval [a,b], considerem ¢ = — punt mitja entre a i b,

llavors f no esta fitada superiorment a un dels dos subintervals [a,c] 0 [c,b].
Anomenem [a;,b,] al subinterval on f no fitada superiorment.

Sigui ¢, =

el punt mitja entre a; i by,

llavors, f no esta fitada superiorment en un dels dos subintervals [a,c;] 0 en [c{,b;].
Anomenem [a,,b,] al subinterval on f no esta fitada.

Repetint aquest procés indefinidament, obtenim la successio d'intervals

[avb]v [alabl]a [a2ab2]9--a [anabn]r-a
on cada un d'ells esta inclos en els seus anteriors, la seva longitud €s (b-a)/2"1 fno és
fitada superiorment a cap dels intervals.

Fent el limit quan n — o ,aquesta successio d'intervals, tendeix cap a un punt o, que
pertany a tots i cada un dels intervals de la successio.

Per ser f continua a [a,b] = f continua a a , 1 per definicié de funcié continua en un
punt, tenim que:
Ve>0 36>0 de manera que VX \ X-X \ <0 = | f(x) - f(xg) | <g .

Per a cada g, prenem [a,,b,] de longitud menor a &/2, sempre existeix, ja que la
longitud d'aquests intervals tendeix a zero.

Es compleix que ae[a,,b,] 1 Vxe[a,b,] = |x o|<6/2<8 1 per tant,
Ve>0 = dn 1 Vxe [a,,b,] aTf(x) f(a) <g.

Prenent e=1, tindrem que In 1 Vxe[a,,b,] ‘f(x) - fla) <1 ,
que equivala  dn 1 Vxe[a,b,] -1<f(x)-fla) <1,
Sumant f(a) a tots els membre de la desigualtat, tenim que:
dn 1 Vxelay,b,] f(x) <1+ fla)=K.
Resultat que contradiu la hipotesi de construccio de la successio.

Aixi doncs, fno pot ser no fitada superiorment.
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TEOREMA DE WEIERSTRASS.

f:l[a,bp——R

f continua a [a,b] = 3 xpy.xmelab] 1 Vx e[a,b] f(xy,) < f(x) <f(xpy) -
Esadir:

f continua a [a,b] = 3 Xy,X,€[a,b] maxim i minim absoluts de f a [a,b].

Demostracio:

Sols raonarem que existeix maxim, el minim es faria de manera semblant.

Per la propietat anterior sabem que existeixen fites superiors de f([a,b]); sigui kg la
minima d'aquestes fites.

N'hi ha prou en veure que existeix xme[a,b] 1 f(xm)=kg, ja que llavors tindrem que per
tot x f(x)<kg=f(xm).

Per ser kg la minima de les fites superiors, tindrem que
Ve>(0 dxe[a,b] de manera que | f(x) - kg ‘ <g. (1)

. a+b s S . . .
Siguic = el punt mitja entre aib, i considerem els intervals [a,c] i [c,b].

llavors, a un d'aquests subintervals es compleix que per qualsevol ¢ existeixen x de

manera que ‘ f(x) - kg | <g.

Si anomenem [a;,b;] a aquest subinterval, tindrem que:
Ve>0 Ixe[a;,b;] de manera que ‘ fix)-kg | <e . (1)

a, +b,

Sigui ¢, = el punt mitja entre a; 1 b;, considerem els intervals [a;,c;] 1 [c{,b]

llavors, a un d'aquests subintervals es compleix que per qualsevol € existeixen x de
manera que | f(x) - kg | <¢.
Si anomenem [a,,b,] a aquest subinterval, tindrem que:

Ve>0 Ixe[a,y,b,] de manera que ‘ fix)-kg | <e . (1)
Repetint aquest procés indefinidament, obtenim la successi6 d'intervals

[a,b], [a;,b1], [a5,b5],.., [a,,b,],.., on cada un d'ells és inclos als s seus anteriors,
la seva longitud és (b-a)/2™ i on per cadan es compleix la condicid (1).

Ve>0 Ixela,,b,] de manera que | f(x) - kg | <e .

Si fem el limit quan n —o0 , aquesta successio d'intervals, tendeix cap a un punt a ,
que pertany a tots i cada un dels intervals de la successio.

Observem que li passa a aquest a.
Si f(a)#kg , arribem a una contradiccio.
Per ser ae[a,b], tenim que f és continua a o0 =
Ve>03850 Vx |x-al<d = [fix) - flo) | <e.
Sigui [a,,b,] un interval de longitud < 6 , llavors tindrem que:
Ve>0 3n Vx e [a,b,] = | fix) - f(o) | <.
Prenent €= ‘ flo)-kg ‘ /2>0 = dn Vx € [a,,b,] = ‘f(x) - f(a) | <e.
Pero: | fi(x)-kg | = | f(x)-flo)y+f(a)-kg | > | f(o)-kg | - | fx)-f(o) | >26 -e = ¢

Es a dir, si f(o)#kg = Vxe[a,,b,] | f(x)-kg | >¢g, resultat que contradiu (1).
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Per tant f(o)=kg.
Prenent xp= o0 es compleix que Vxe[a,b] f(x)<f(xm) =
= existeix maxim absolut de f'a [a,b].

De manera analoga podem raonar que f té minim absolut.

TEOREMA DE BOLZANO.
Sigui f:[a,b——— R continua.
Si f(a) i f(b) tenen signes diferents = f té algun zero a I'interval (a,b).

¥
Es a dir: fla)+ y=1[x]
f(a) -f(b)<0 =3ze(a,b)| f(2)=0

Intuitivament si f(a)>0 1 f(b)<0 1
el grafic de f no té talls entre a i . |

b, per passar de positiu a negatiu, a b
cal travessar en algun punt l'eix
X, 1 en el que l'atravessem sera
un zero de la funcid.

f[b] -

Demostracio:

. a+b . :
Sigui ¢ = el punt mitja entre a i b.

o Si f(c)=0, ja tenim que existeix zero entre a i b, amb el que el teorema es compleix.

e Sif(c)#0, considerem els subintervals [a,c] i [¢,b].
Com f(a) 1 f(b) tenen signes diferents 1 f(c)#0, a un d'aquests subintervals els
extrems tenen imatges amb signe diferent.
Anomenarem [a;,b;] a aquest subinterval.

a, +b,

Sigui ¢, = el punt mitja entre a; i by,

e Sif(c;)=0 jatenim que es compleix el teorema, doncs hem trobat un zero
de la funcio.

e Sif(cy)#0, considerem els subintervals [a;,cq] 1 [c;,b;].
Com f(a;) 1 f(b;) tenen signes diferents i f(c;)#0, a un d'aquests
subintervals els extrems tenen imatges amb signe diferent.
Anomenarem [a,,b,] a aquest subinterval.

Procedint indefinidament de la manera anterior, es poden produir dues situacions:

e Obtenim c, de manera que f(c,) = 0. En tal cas el valor predit pel teorema és c,,

e No trobem cap c,, que compleixi f(c,)=0 .
En aquest cas podem construir una successio d'intervals
[a,b], [a;,bq], ..., [a,,b,] »... encaixats, de longitud (b-a)/27, 1 caracteritzats per
que en els extrems la funcié pren valors amb signe diferent.
Prenent el limit quan n — o se'ns defineix un punt o.e(a,b) .
Si f(a)=0 fent o=z, ja hem trobat el zero buscat.
Si f(a)#0 tindra un signe concret i com f és continua en .

Pel teorema de la conservacio del signe =



Ampliacié Analisi Continuitat 14/14

36>01 Vx | X -0 | <0 = f(x) té el mateix signe que f(a).

Prenem ara un interval [a,,b,] de longitud menor a 6/2, tindrem que
Vxela,,b,] ‘ X -0 ‘ <0/2 <6 = f(x) té el mateix signe que f(a);
en particular f(a,) 1 f(b,) tenen el mateix signe que f(a).

Resultat contradictori amb el métode de construccio dels intervals.
Per tant, no pot ser que f(o)=0.

PROPIETAT.

Sigui fi[a,p}——R continua i heR
f(a)<h<f(b) o f(b)<h<f(a) = existeix ze(a,b) 1 f(z)=h.

N'hi ha prou a considerar g(x) = f(x) - h 1 aplicar-1i el teorema de Bolzano.

CALCUL DEL SIGNE D'UNA FUNCIO.

Per calcular els intervals on una funci6 y=f(x) €s positiva o negativa, podem utilitzar
el teorema de Bolzano de la segilient manera:

Considerem els punts de discontinuitat 1 els zeros de la funcid; aquests punts ens
marquen un seguit d'intervals, on la funci6 és continua i no val zero.

Llavors a cada un d'aquests intervals, la funci6 té sempre el mateix signe; si no fos
aixi podriem aplicar el teorema de Bolzano a la funcié en aquest interval i hi
trobariem un zero.

Prenent un punt de cada interval 1 mirant quin signe té la funcid en aquest punt,
tindrem que a tot l'interval la funcio té aquest signe.

APROXIMACIO DE ZEROS - METODE DE LA BISECCIO.

La demostracié que hem realitzat per justificar el teorema dels zeros de Bolzano és
una demostracio de tipus constructiu, ja que ens doéna un metode, anomenat de la
biseccid, que aproxima numericament el punt predit pel teorema.

Aquest métode el podem utilitzar també per aproximar solucions de qualsevol
equacio, en particular, d'equacions transcendents.

Exemple: Calculeu una soluci6 de I'equacié x =cos x ?

Considerem la funcié y(x)=x-cos X, y ¢€s continua a tots els reals per ser suma de
continues. Resoldre 1'equacio, €s trobar els zeros de y.

Prenem dos punts entre els quals suposem que hi ha un zero, per exemple el 011'1 .
Com y(0)=0-1=-1<0 1 y(1)=I-cos 1=0.459>0 = entre 01 1 hi ha una solucié.

Prenem el punt mitjaentre 01 1, ¢ésel 0.5 .
Com y(0.5)=-0.37<0 1 y(1)>0 = entre 0.51 1 hi ha una solucié.

Prenem el punt mitja entre 0.511, és el 0.75 .

Com y(0.75)=0.018>0 1y(0.5)<0 = entre 0.5 1 0.75 hi ha una solucio.

Continuant aquest procés, podem aproximar la solucié de l'equacid fins a l'error
maxim que desitgem.
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