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analisi

1 successions

SUCCESSIONS DE NOMBRES REALS

Entendrem per successi0 e nombres reals a una aplicacié del conjunt dels

naturals N als reals:
f:N—R
n——— f(n)=x,
acostumem a representar les successions en la forma (X,) nen -
de les n en diem subindex i de x, en diem terme n de la successio.

alguns exemples de successions:

° \/2, \/2, \/2, ... que és una successio constant.

e 1,2 3,4,5,... lasuccessio dels naturals x,=n

e 2.4,8, 16,32, 64, ... successio de les poténcies de 2 on x, = 2"

e la coneguda successio de Fibonanni, on cada terme és la suma dels dos anteriors
aps=apta: 0,1,1,2,3,5,8, ...

e lasuccessio alternada 2, -2, 2, -2, 2, -2, ... de terme gereral x,=2-(-1)"

o 3;3.1;3.14;3.141; 3.1415; 3.14159; ....

SUCCESSIONS CREIXENTS i SUCESSIONS AFITADES.

Es diu que una successio (Xp) nen

¢s monotona creixent < per qualsevol n x, < Xy

i que és monotona decreixent < per qualsevol n X, > X+

per exemple

e lasuccessi6 dels naturals 1,2,3,4,5,.. determe general x,=n ¢&s creixent.
e lasuccessio x,=(-1)" ={-1,1,-1, 1, -1, ... } no és ni creixent ni decreixent.

. (xn = 1) ={1,0.5,0.333,0.25,0.2,....} ¢s decreixent.
n

També diem que:
¢s afitada superiorment per K < per qualsevol n x, <K
¢s afitada inferiorment per k < per qualsevoln k <x,.

OPERACIONS AMB SUCCESSIONS

Com els termes de les succions que hem definit son numeros reals, podem aprofitar les
operacions que tenim entre els reals 1 definir operacions entre successions

Si (Xn)nen 1(Yn)nen SON sucessions definim la successéd

suma com (Xn)neN+ (Yn)neN =(Xn+yn)neN

producte com (Xp)neN *(Yn)neN =(Xn"Yn)neN
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SUCCESSIONS CONVERGENTS

Donada (a,) nen una successio i le R un nombre real, diem que:
(an) nen €s una successio convergent cap a | <

< 1 és el limit quan n tendeix a o de (a,) nen <& lima, =1 &

n—o

< lésellimit (a,) nen & lima, =1 <

< Ve>0 3npe N Vne N n>ng= | a,-1]<e e
<V Uentorndel 3nge N Vvne N n>ng= a,eU
que en paraules planeres

per valors de n prou grans el valor de a, s’apropena 1 .

Exemples:

., | ) 1
e Lasuccessio de terme general a, =— ¢és convergent i ]im—=0
n n

ja que:
Fixat € > 0 sempre existeix ny natural de manera que 1/np<g
amb el que si n>ny | 1/n-0|=1/mn<1mp<e
ésadir Ve>0 =3I nge N Vne N n>ny = | Im-0 |<8

n+1
. limT=1

ja que:
Fixat € >0 considerem k de manera que 10%<e

1

n

1 n+l-n
n

com

n+1 ‘_

n

prenent no=10* =

tenim que n=>ny= 10= 1/mn< 1/mg = 10%<¢

és adir

—1‘:lSL<£ .
n o n,

+1
donat €50 =3 ngeN Vne N n>no= [

n

e Lasuccessié a,= (-1)" que va prenent els valors 1,-1,1,-1,1,-1,1,-1, ...iés
evident que no €s convergent.
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PROPIETAT

Si una successio és convergent el seu limit és Unic.

ja que:
Si la successio (a,) nen té dos limits diferents 111° arribem a una contradiccio.
Considerem 8=|1-1"|>0 (1)
com lima,=1= 3In; € N Vne N n>n; = | a,-1]<82

com lima,=1'= In, e N Vne N n>n, = | a, -1 | <82

amb el que
H-rl=l1-ay+a,-P|< [1-a, |+ a-V|=] ap-1 |+ a,-1|<82+52 =8

= [1-r|<35

Fet que esta en contradiccié amb (1) .

ALGEBRA DE LIMITS.
Per calcular el limit d’una successi6 acostumem a utilitzar les propietats segiients, en el
suposit que tinguin limit.

El limit d'una successio constant és la constant. |ijmk =k
jaque: Si Vn a,=k= |an—k ‘ :‘ k-k ‘=O<s

El limit s’una constant per una successio, e’s la constant pel limit dela successid.
limk(a,) =k lima,

jaque
Si lima, =a= Ve>0 dnpisi n>ny |an— a | <e/k

iper tant Ve>0 dngisi n>ng ‘ k-a,—k-a ‘ <k-e/k =¢.

El limit d'una suma és la suma dels limits.
lim(a, +b,) =lima, + limb,
jaque:Si Jima, =a 1 limb, =b

donatun >0 qualsevol,

- . n2n1:>|an-a‘<g/2
existeixen n; i n, de manera que Vn
n=n, = ‘bn bl < &2

prenent ny el maxim entre n; i nptenim que
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V> n2n1:>‘an—a‘<g/2
" nza, =l -bl<eo2
|an+bn-a-b‘=|an-a+ bn-b‘SS‘an-a |+‘ bn-b|<8/2+8/2=8.

El limit d’un producte és el producte dels limits.
lim(a,’b,) =lima," limb,

Ja que:
Si lima, =a i limbHZb

fixatun >0 qualsevol,
o . n2n1:>|an—a‘<g/2
existeixen n; i n, de manera que Vn
n=n, = -bl< &2

Com lim f(x)=1'= V&0 3550 | Vx |x-x,/<6 = [f(x)-1] <¢

en particular per e=1 existeix 01 si ‘ X-Xq | <d ‘ f(x)-1 ‘ <l=-1<fx)-1<1 =
1-1<f(x) <1+1
1 per tant f(x) esta afitada a un entorn de X, .

Si considerem | f(x)-g(x) — 1’1"
sumant i restant f(x)-1’> obtenim
| f(x)g(x)-1"1"| = | fx)-g(x) — 1’1" + f(x)-1” — f(x)-1”

treien factor comu
| f(x)g(x) -1’17 + f(x)-1” — f(x)1”
<|fx) |- | gx)-17] +

— | f(x)-(g(x) - I7) + I"(f(x) - ") | <
] fx)-1° |

1”
Com |im fx)=1'= vﬁw 36:>0 | VX \x-x0|<81 = \f(x)- r | <M~ﬁ

XX

Si K és una fita superior de f. considerem M= min{K, } llavors tenim que

Com |im gx)=1"= ‘v’ﬁ>0 3 6,>0 ‘ VX |x—x0‘<62 = |g(x)— 1? ‘ <M~iM

X=X 2

I per tant
£

V—>0 306=min (8;,0; )>0 VX [x-Xy|<0 =
o (81,8) x|

| fx)-ex) — 117 | < fx) |- T g) = 17|+ |17 ] - | fix) - 12 <M-ﬁ+M-i=s.

2M
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Propietat

1
Si limgx) #0= lim = .
X=X X—>Xg g(X) lim g(X)

XX,

ja que:
. _ L 8x) L e
Si limgx)=1#0 = 1= 1im = lim | g(x) = lim g(X) lim =
X—>Xq X—Xq g(X) X=X g(X) X=X X=X g(X)
5 1 1
im =
—x g(X)  1im g(x)
El limit d'un quocient és el quocient dels limits.
£ fo im0 .
lim —(X) = lim =— sempre 1 quan [im g(x) #0
x=xo g XX g(X) lim g(X) XX
ja que:
lim f(x)
f(x) { 1 } X
lim —— = lim | f(X)—— | = lim f(X)lim = lim f(x)- =— :
X—Xq g(X) XX, g(X) X—X, XX, g X) X—Xq Hm g(X) Hm g(X)

El limit d'una poténcia és la poténcia del limit:

lim [f(x)"] = [ lim f(X)T

X—)XO X—)Xo

El limit d'una exponencial és I’exponencial del limit:

lime®
lim [fx) 2 ] = [lim f(x)}““)

1 (x)
’ g(x) — lgrxl:)lg h
lim [a =a

X—Xg
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PROGRESSIONS ARITMETIQUES

Entenem per progressio aritmetica a aquelles succions on cada terme s’obté del seu
anterior sumant-li una constant d anomenada diferéncia.

ésadir: az=ap,1+d

com a,= ap+d =a,,+2-d=a,3+3-d=...=a;+(n-1)-d

tenim que per trobar el terme n podem utilitzar I’expressio a, = a;+(n-1)-d que
anomenem terme general

per exemple la progressid aritmetica de primer terme —7 1 diferéncia 3 té com a primers
termes a;=-7, a,=-4, az=-1, a,= 2, as= 5

si ara volem trebar el terme 6¢ sols hem de fer que ag=-7 + (6-1)-:3=8.

Suma de termes equidistants dels extrems

Quan considerem els n primers termes d’una progressio aritmética i considerem a; i a,
com els extrems, resulta que aj+x + a,x =a; + a,

Es a dir:

La suma de termes equidistants dels extrems d’una progressio aritmetica és
constant.

ja que:
ajk +apk =a; + (1+k-1)-d + a; + (n-k-1)-d =a; + a; + (1+k-14n-k-1)-d =
=a; +a+(n-1)-d=a; +a,

Suma dels n primers termes d’una progressio aritmetica.
~ n
a,+a,+...+a, :zai =(a, + an)-a
i=1
ja que:
si anomenen S a aquesta suma S =a; +a; +...+ a, + a,
per la commutabilitat de la suma de reals S =a, +a,;+...+ a; +a,
1 sumant terme a terme
2 S=a;t+a,taytay; taztagyt...Fantayta, tata,t+ap
com la suma de termes equidistants dels extrems és igual
2-S =(a; +ay)n i per tant

n
S=(a, + an)z.

Eemples:
Quantes campanades fa un rellotge cada dia, si sols toca a les hores?

El nimero de campanades que sonen és 1,2,3,... 11,12, 1,2,..,11,12.
1 esta clar que segueix una progressio aritmetica de primer terme 1, de darrer
terme 12 1 diferéncia 1 que es repeteix dos cops al dia.

12
Per tant Num Campanades =2- 2-(1+ 12)-? =1312=156.
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PROGRESSIONS GEOMETRIQUES

Entenem per progressio geometrica a aquelles succions on cada terme s’obté del seu
anterior multiplicant-lo per una constant fixa r anomenada rao.

ésadir: az=ap1°r

Com a,=a, | T=ay, I° = a3T =..=a;1"
tenem que per el terme generals d’una progressio geométrica és a, = a;r™’ .

1

Exemple:

o 3,6,12,24,48,96, 192 son els 7 termes d’uns progressié geometrica de rad 2 1
primer terme 3

e Els 10 primers termes d’una progressioé geometrica de rad 1.05 1 primer terme 100
son: 100; 105; 110,25; 115,7625; 121,550625; 127,628156; 134,009564; 140,710042;
147,745544; 155,132822.
Observeu que si dipositem 100€ a un banc a un interés compost anual del 5%, el
capital del que podem disposar al final de cada any és la progressio anterior.

Producte de termes equidistants dels extrems d’una progressié geométrica
Si a, és una progressié geometrica de n termes aj:k * ank = a1 * Ay

Es a dir:

A una progressio geomeétrica de n termes

el producte de termes equidistants dels extrems és constant.

ja que:

1+k-1 k-1 1+k-1+n-k-1 -1
Ak Ank=a; T capcr"™ =a;ra;r =g, a1 =a; - a,

Producte dels n primers termes d’una progressio aritmeética.

n n

a,a,....a, =Hai =(a;a,)’.

i=1
Obvi a partir de la propietat anterior.

Suma dels n primers termes d’una progressio geometrica.

xR a,r—a
Da=a+a,+..+a,=—"—".
i=1 r—1

ja que:
si anomenem S a aquesta suma
S=a,+aytast..+a, = S=a, +a;T+a;r . tart =
S-a,= a;r+a;rr +..+art (1)
Sr=ajr+arr +arr fotar (2)
ai ara fem (2) — (1)
St—S+a =a;™"
i operant Sc—1=ar""-a =ar"r-a,=a,r-a, = S= L_lal
r—

Exemple:
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e Diuen que un poderds princep de la india, va voler recompensar a I’inventor dels
escacs; aquest li va demanar un gra de blat per la primera casella, dos per la segona,
quatre per les tercera, és a dir cada casella doblés el numero de grans de 1’anterior.
Quants grans de blat li corresponen a la darrera casella del tauler 1 quants grans de
blat demanava?

Com el tauler d’escacs de 8 per 8 = 64 caselles, a aquesta li correspondran 1-2% grans

és a dir prop de 9.2-10 '® grans.

ag2—a,

I el nimero total de grans que demanava és de S= ~1.8:10" .

Evidentment el princep no va poder donar la recompensa.

Suma dels infinits termes d’una progressio geométrica de rad |r|<1.
Si a, €és una progressio geometrica de rad r amb |r[<1, tenim que la suma dels

o0
. . 4 14 a
infinits termes de la progressio és Zai =1
i=1 l-r
ja que:
de la propietat anterior
n n+l n+l
a,t—a, ar"r—a, a;r —a, a;r a
n 1 1 1 1 1 1 1
Sn = = = —+ = —+
r—1 r—1 r=1 r-1 r-1 1-r
. : . a,
com quan n—— el primer sumand tendeix a 0, tenim que Zai = .
= -1
i=1

Exemple:

Quin és el valor de 4/3-y/3/3+/3...

12
Com : y34/3+3/3... = 3-(3-(3-(3-...%%}
per les propietats de les potencies

31/ 31 ’3'\/? 3%.3%.3%.3%6“‘ — 3%+%+%+%ﬁ+'"

/i1 | | ; o ) .,
I com A + A + A + % 6T €8 la suma dels infinits termes d’una progressio

| —

geometrica de rad r =
/ / / / V2 12
167" " 1-12 12

amb el que 1/3-3+/3+/3... =3' =3.
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